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PRÉFACE 


I, 'analyse inlinitésimale est une science fort élendue, 
cl les auteur s qui ont traité celte matière y ont loiijoiirs 
consacré dettx, et quelquefois li’ois <;ros volumes. Mais 
une très-grande partie de celte science n’a qu’un intérêt 
purement ihéoiâque cl reste sans application dans les 
questions usuelles que les ingénieurs oui à résoudre. Les 
règles de la différentiation, le calcul des quadi’alures, 
l’intégration des équations différentielles les plus sim- 
ples, et quelques applications géométriques consacrées 
par l’usage, sont tout ce qu’il est nécessaire de connaître 
pour aborder l’étude de. la Méranique industrielle ou 
celle de la Stabilité des constructions. — Il nous a donc 
semblé qu’un ouvrage où seraient développés les prin- 
cipes les plus élémentaires du Calcul différentiel cl du 
Calcul intégral pouvait être utile aux jeunes gens qui se 
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Il PRÉFACE, 

proposent d’embrasser la carrière d’ingénieur, en les 
dispensant de clierclier dans de gros livres la solution 
des questions qui les intéressent plus particulièrement. 
C’est cet ouvrage que nous avons essajé de rédiger, en 
profitantderexpérienec que nous avons pu acquérir dans 
un enseignement tout spécial, sur les besoins de la jeu- 
nesse en ce qui louche le sujet dont il s’agit. 

Ce livre «e saurait avoir aucune prétention scienti- 
fique, et il a fallu faire abnégation d’amour-propre pour 
nous réduire au rôle très-secondaire que nous avons 
accepté. .Mais si nous avons réussi à être utile aux lec- 
teurs pour lesquels cet ojiuscule est écrit, nous nous re- 
garderons comme suffisamment payé de notre peine. 

Les rigoristes nous reproeberout sans doute d’avoir 
omis certaines discussions ou laissé dans l’ombre certains 
points délicats. Nous les prions de nous faire grài-e et de 
vouloir bien considérer que, dans un enseignement aussi 
élémentaire, destiné surtout à préparer promptement les 
lecteurs aux applications utiles, nous avons dù faire le 
sacrifice de tout ce qui aurait retardé notre marche. 

Les principes élémentaires du Calcul infinitésimal sont 
aujourd'hui si réjiandus, que nous pourrions nous dis- 
penser d’indiquer les .sources auxquelles nous avons 
puisé. Cependant nous croyons remplir un devoir en dé- 
clarant que le Trailr élémentaire de Calcul différentiel 
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el de Calcul iutéijral de Lacroix, le Traité élémentaire de 
la Théorie des fonctions et du Calcul infinitésimal de 
M. Cournol, le Cours d' Analyse de T Ecole polyteclmi(jite 
|)ar M. Diiliamel, enlin le Cours de Calcul différentiel et 
intégral de M. A. Serrel , sonl les ouvrages ijue nous 
avons le jdus fréquenimeul consultés. 


Digilized by Google 


Digilized by Google 



PREMIERS ÊLÉME.^TS 


DU 


r 



PREMIÈRE PARTIE 

PREMIERS ÉLÉMENTS OU CALCUL DIFFÉRENTIEL 


I. - NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

1 . — Le calcul différentiel est la partie des malliématiques 
qui traite des variations infiniment petites des fonctions. 

*. — On saitqu’une variable ÿ est dite /biidion d’une autre 
variable x, si y varie avec x, et si y prend une ou plusieurs 
valeurs déterminées quand on attribue une valeur déterminée 
à X. Ainsi, en coordonnées rectilignes, l'ordonnée d’une 
courbe est une fonction de l’abscissc. 

Si la relation qui lie x et y est exprimée par une équation 
résolue par rapport à y, comme y = f{x), on dit que y est une 
fonction explicite de x. Si celte relation est exprimée par une 
équation non résolue, comme f{x,y) = 0, on dit que y est 
une fonction implicite de x. Dans l’im et l'autre cas, x prend 
le nom de variable indépemiante ; c’est celle à laquelle on 

t 
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2 PREMIERS ÉLÉ'IENTS DU CALCUL INFIMTÊSIMAL. 

attribue des valeurs particulières pour en déduire les valeurs 
correspondantes de la fonction i/. 

3 . — De mémo, une variable z est dite fonction de deux 
autres variables a’ elÿ, si elle varie en même Icmpsquex cly, 
et si elle prend une ou plusieurs valeurs déterminées quand 
on attribue des valeurs déterminées à x et y. Ainsi, en coor- 
données rectilignes, l'ordonnée 2 d’une surface courbe est une 
fonction des deux autres coordonnées x et y. 

C’est une fonction explicite si la relation qui lie les trois 
variables est exprimée par une équation résolue par rapport 
à 2 comme 2=/' (x, y); c’est une fonction imp/icile si cetle rela- 
tion est exprimée par une équation non résolue, comme 
f{x,y,z)= 0 . Dans l’unet l’autre cas, x et à y sont les varia- 
bles indépendantes ; ce sont celles auxquelles on attribue des 
couples de valeurs particulières, pour en déduire les valeurs 
correspondantes de la fonction 2. 

4 . — Un pourrait avoir à considérer des fonctions de plus 
de deux variables indépendantes, comme 2=/'(x, ÿ, t), ou 
f{x,y,z,t) = 0 . 

B. — On appelle in/ininienl petit une quantité qui tend 
vers zéro, et que l’on considère dans un état très-voisin de sa 
limite. 

Il résulte de cette défiuilion que si un infiniment petit a est 
ajouté à une quantité finie et déterminée a, on peut toujours 
négliger a devant fl, puisque, à la limite, fl -I- a se réduit à a. 
Il en serait de même si a tendait lui-même vers une limite 
finie fl, ; car, à la limite, fl -I- 2 se réduirait à fl,. 

«. — Dans une question où l’on a divers infiniment petits 
à considérer, il y en a toujours un auquel on rapporte tous les 
autres, et que, pour cette raison, on appelle inliniment petit 
principal. 

Soit a rinfiniment petit principal ; cl soit 3 un autre infini- 

3 

ment petit qu'on lui couijiare. Si le rapport - tend vers une 
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limite finie k, dilferente de zéro, on dit que ^ est un iiiftiii- 
meiU petit du premier ordre ; et l'on peut le représenter 
ô 

par kx. Si le rapport - tend vers un infiniment petit du pre- 

A 

mier ordre kx, on dit que p est un inÇmmenl petit du xecond 

ordre ; et l’on peut le représenter par kx*. Si le rapport - 

tend vers un infiniment petit de second ordre kx', on dit que 
P est un infiniment petit du troisième ordre ; et l’on peut le 
représenter par kx?. En général, si un infiniment petit peut 
ôire représenté par kx*, on dit que c’est un infiniment petit de 
r ordre n. 

1. — La somme de plusieurs infiniment petits du même 
ordre, en nombre déterminé, est encore un infiniment petit 
du même ordre. Car si kx*, l?x’, k’x*, représentent les 
infiniment petits considérés, leur somme sera 

{k + k' + k"-\- ...)x*. 

Or les termes étant en nombre déterminé, la quantité entre 
parcntlièscs est une quantité finie K ; la somme cherchée est 
donc K»", c'est-à-dire un infiniment petit de l’ordre n. 

8. — La différence de deux infiniment petits du même 
ordre kx* et t'a" est un infiniment petit du même ordre 
{k — k}x*. 

•. — Le produit d'un infiniment petit kx* par un facteur 
fini A est encore un infiniment petit du même ordre. Car Ata" 
ou Afc . a" est encore le produit de a" par un facteur fini At. 

10. — Le rapport de deux infiniment petits du même 

ordre ta" et t'a" est une quantité généralement finie p. (Ce 

n’est que dans des cas particuliers que ce rapport prend la 
valeur iéio ou une valeur infinie.) 

11. — L'n infiniment petit d'ordre n, soit t'a", peut tou- 
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jours èlrc ncglif;c vis-à-vis d’un inlinimcnt petit de l’ordre iin- 
inédiatement inlerieur t'.ar la somme ki’~' -\-k'x" peut 
s’écrire x"~' {k-^k'x). Or rintiiiiment petit k'x peut cire 
négligé vis-à-vis de la quantité finie k, et il reste /iï"”'. 

Généralement, tout infiniment petit peut être négligé vis-à- 
vis d’un infiniment petit d’un ordre inrérieur ; comme k'x^ 
devant kx, par exemple, ou k'x' devant kx' ; etc. 

I*. — Lorsque deux variables x et ;/ sont liées par une 
relation telle que 

( 1 ) 

si l’on donne à x un accroissement Ax, il en résulte pour y 
un accroissement correspondant, positif ou négatif, iy ; et 
l’on a 

d’où l’on déduit par soustraction 

(2) Mj=f{x-hxx)—f{x). 

Les accroissements Ax et ai/ portent le nom de différences. 
La fonction f est dite continue, si l’on peutprendre ax assez 
petit pour que ai/ puisse être rendu moindre que toute quan- 
tité donnée. Nous ne considérerons que les fonctions continues, 
les seules que l’on rencontre dans les applications. Dans ce 
cas, si AX devient infiniment petit, il en est en général de 
même de Aÿ ; les différences prennent alors le nom de diffé- 
rentielles; et l’on remplace la caractéristique A par la carac- 
téristique d. On écrit ainsi 

( 3 ) dy = f{x-\-dx)—f(x). 

La différenlielle dy de la fonction y est donc l’accroissement 
que f (,r) a éprouvé quand on a ajoulé à x sa différen- 
tielle dx. 

La partie de l’analyse i|ui a pour objet princi|)al la recliercbe 
des difl'ércnlielles est le calcnl différentiel; et ebereber la 
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différentielle d’une fonction est ce que l’on appelle diflerentier 
cette fonction. 

Nous nous occuperons d’nkord des fonctions d’une seule 
variable, en commençant par les fonctions explicites. 


II. - PlU.NCIPES DE DIFFÉRENTIATION 
§ I. - DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES 

rOXCTIONS EXPLICITES d’uNE SEULE VARIABLE 


13 . — Divisons par aj; les deux membres de l’équation (2) 
du numéro précédent ; il viendra 


^ _ f{x-h\x) — f{x) 

iiX ^x 


Si l’on fait tendre ax vers zéro, iij tendra aussi vers jero; 

mais le rapport ~ ne deviendra pas pour cela indéterminé ; 

il tend toujours, comme le calcul le démontrera, vers une 
limite délerminée; cette limite est encore une fonction de x, 
qui dérive de /'(x), et que pour cette raison on appelle /’oncf ion 
dérivée ou simplement dérivée, et qu’on désigne par la nola- 
tion f (x). 

On écrit en conséquence 


(il lim. — - = lim. 
' ' AX 


/•(X + AX)-/’(X) _ 

AX ' ' 


On voit, d’après celte relation, que la dérivée d'une fonc- 
tion est la limite du rapport entre l'accroissement de celle 
fonction et l'accroissement de la variable, et que, pour obtenir 
celle dérivée, il faut, dans la fonction’ f(x), chaïujer x en 
X -I- AX, retrancher f (x) de f (x + Ax), diviser le reste par ax, 
et chercher la limite vers laquelle tend le quotient lorsque Ax 
tend vers zéro. 
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6 PREMIRnS ÉLÉMENTS DU CALCIL INKLMTÉSIMAL. 

14 . — D’un autre cùlé, il rcsullc Je la relation (i) que 
est égal à f(x) plus une quantité s qui tend vers zéro en 
même temps que ax, et qu'on peut écrire 


Si l'on remplace les accroissements ax et ai/ par les infi- 
niment petits (ix et <ly, e devient aussi un infiniment petit, 
que l’on peut négliger vis-à-vis de la quantité finie et 

il reste 


( 5 ) 



Un en tire 


(C) 


(ly = f'(x)(lx. 


(.'ette relation evprimc que la (lif'f'êi enlielle d'une fonction 
est éyale à sa dérivée, multipliée par la différentielle de la 
variable. 

La relation (5) montre que réciproquement la dérivée d'une 
fonction est éyale à sa différml'telle divisée par la d'tfféren- 
tielle de la variable. 

On voit que le calcul des difrércntiellcs revient au calcul 
des dérivées. 


Rkuahquk. Lorsque la dérivée est représentée par 


dy 

dx 


, elle 


prend souvent le nom de coefficient différentiel. 

fS. — La relation (4) du n" lô indique la marche à suivre 
pour trouver la dérivée d’une fonction explicite de x. Mais on 
n'a|)[)liiiue directement cette règle qu'à trois fonctions fon- 
damentiles :x" (pour m entier et positil), log x, et sin x. 
A l'aide de principes faciles à établir, on déduit ensuite de la 
ililfércntiaticn de ces trois fonctions celle de toutes les autres. 


i«. — Soit donc d'abord y = x'“. Si, pour se conformer à 
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l'lUNCIPRS DE DIFFÉRENTIATION. 

la règle du n° 13, on change x en x-hix, par suite y en 
y 4- AJ/, et qu’on développe, on obtient 

. «-1 « 1 1 
j/ + aj/=x“-t-m.x“ ‘ax + • ■ ^ — -x"'"*ax’ 


m(m — l)(m — 2) , 

TO ^ ^ 


les termes non écrits contenant tous le l'acteur ax à des puis- 
sances supérieures à la troisième. En retranchant ces deux 
égalités membre à membre, et divisant ensuite par Ax, on 
trouve 


'^ = wix"“‘- 
AX 


m m- 


1) 


1 .2 


X““* AX 


»i(m — 1) (m — 2) 
1.2.5 


*AX’ 


les termes non écrits contenant tous le facteur ax à des puis- 
sances supérieures ù la seconde. 

F aisons tendre ax vers zéro ; le rapport — tendra vers la 

dérivée de j/, que l'on représente habituellement par y' ; tous 
les termes du second membre, à l'exception du premier, con- 
tenant le facteur ax, tendront chacun vers zéro; et, comme 
ils sont en nombre fini, Ipur somme tendra elle-même vers 
zéro ; il viendra donc 

ÿ' = mx"“‘, 

et par conséquent 

(/ÿ = mx"“‘ (Ix , ou (l. x" = »ix""‘(/x , 

c’est-à-dire que, pour diffêreiilidr x”, il fiiut muUijdier par 
l'exposant m, dimiiiiier ensuite cet exposant d'une unité', et 
multiplier par dx. 

On tirerait ainsi, par exemple, 

de y—x'', (/i/ = .bx‘(/x , 

de 1 / = x’ , dy=: 9 x” dx , 
et ainsi de suite. 
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I». — Soit üii second lieu 

y=\ogx, 

le logarithme étant pris dans un système quelconque. Si l'on 
change æ en x 4- Ax, et j/ en y + Ay, il vient 

y 4-Ay = log(x-4-Ax), 

et, en retranchant membre à membre et divisant ensuite 
par Ax , 


^ log (X 4- Ax) 

AX 


-i.g» 


AX^ 


AX 


AX 


Si l’on faisait tendre immédiatement ax vers zéro, le nu- 
mérateur tendrait vers log 1 , qui est aussi égal à zéro. Pour 
éviter la forme on peut faire décroître ax de telle manière 
qu’il soit toujours une partie aliquote de la quantité x, qu'on 
ne fait pas varier dans ce calcul; c’est-à-dire qu’on peut poser 
X 

AX = — , m étant un nombre que l’on pourra faire croître in- 
définiment. On aura ainsi 

i°e (i + loB (< -H^)' 

P 


. AX 


X 

TU 


Si maintenant, pour faire tendre Ax vers zéro, on fait ten- 
dre m vers l’infini, le numérateur du second membre tend 

vers la limite du logarithme de infini, ou, 

ce qui revient au même, vers le logarithme de la limite de 

, on démontre en algèbre (*) que celle limite 


Yoy. l’Appendice. 
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esl le nombre 


c=2, 718281828..., 

base des logarithmes népériens; il viendra donc 

lim . — = ÿ' = , d’oh tly = loge . — , 

AX ^ X ' •’ a: ’ 


ou 


d.logx = loge . 


(Ix 


Si les logarithmes étaient népériens , loge serait égal à 
l'unité, et l’on aurait simplement 


dy = 


dx 


dx 


Remarque. Pour cette raison, on donne à l’expression — le 
nom de différentielle logarithmique de x. 

•8. — Soit enfin y = sin X. On en tire 

y + dy = sin(x-t- Ax) , ' •• • 


et 


Aÿ sin (x Ax) — sin X 


AX 


AX 


Si l'on faisait tendre immédiatement Ax vers zéro, le second 
membre prendrait la forme Pour l'éviter, on transforme, 
au numérateur, la différence des deux sinus en un produit, 
conformément à la formule 


sin P — sin y = 2sin J (p — q). cos j {p -+- y), 

on obtient ainsi ^ ^ ^ ^ , 

MJ _ 2 sin J AX . cos (x -t- J AX) 

AX AX ’ 


« 
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ce qu’on peut écrire 


i.? 

SX 


sin J Ax 


. cos (X + î ix). 


Si maintenant on fait tendre ax vers zéro, le rapport 

^ entre le sinus et l’arc tend vers Tunitc; et le second 
i AX 

facteur tend vers cosx. Il vient donc 


lim .— = «' = cos T, d’où dy = cos x dx, 
A.r » 


, sinx = cosx(/x. 


ÿi». — Nous allons maintenant exposer les principes qui 
permettent de ramener la différentiation d’une fonction ex- 
plicite quelconque dex à celle des trois fonctions fondamen- 
tales que nous venons d’éludier. 

1. La différentielle d'une constante est nulle. Car si l’on a 
y = C, la lettre C désignant une constante, on aura encore, 
en changeant x en x -H ax, et y en ÿ -f- Ay, 

y -t- Ay =C, 


d'où il résulte Ay = 0; et, parconséquent,àla limite, dtj—Q; 
ce qu’il fallait établir. 

RtMABOUE. On en déduit aussi = 0, ou f'{x) = 0; c’est- 


à-dire que la dérivée d'une constante est nulle. 


to. — 11. La différentielle de la somme ou de la diffé- 
rence de deux fonctions est égale à la somme ou ù la diffé- 
rence des différentielles de ces fonctions. Car si l’on a 


y = H rt i' , 

« et r désignant deux fondions dex, quand on changera x 
en x-l- AX, H deviendra u -(- ah, r deviendra v -t- Ai’, et y se 
changera en y-+- Ay. Ou aura donc 

y H- Ay = (h -+- ah) dr {v ■+- Ai'). 


I‘ni>CIPES DE DIKFÉRENTIATIO.V H 

En retranchant ces deux égalités membre à membre, on 
obtient 

sij = AK ± Ae , 

et, à la limite, 

Jij — dH±dv. 

Si, par exemple, on avait 

y — x’‘+ sin J, 

on en déduirait 

dy — mx"~‘ dx + cos x dx . 


(le principe s'étendrait sans dimculté à la somme algébrique 
d’un nombre quelconque de fonctions. 

ti. — 111. La différentielle logarithmique d'un produit de 
plusieurs fonctions est égale à la somme des différentielles 
logarithmiques de res fonctions. Soit par exemple 

(I) y = uvw, 

», i', K’ étant des fonctions de x. En prenant les logarithmes 
népériens des deux membres, on aura 


log' y = log' U 4- log' t' 4- log' ic, 

et, par conséquent, en vertu du principe 11, 

du da dv dw 

2 = 1 1 ; 

' y U I' U’ 

ce qu'il s'agissait de démonircr. 


Remarques. 1“ Si l’on multiplie membre à membre les deux 
relations (1) et (2), on obtient 


(”>) dy = rw du + utr dv 4- uv dw ; 

ce qui montre que la différentielle d'un produit peut être obte- 
nue en multipliant la différentielle de chaque facteur pur le 
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produit de tous les autres, et faisant la somme des résultats. 
Si, i<ar exemple, on avait 

ll = x'“. log.r . sinx, 

on en déduirait 

f/ÿ = I ogx' . si n X . mx“~ ' dx +x" si n X . f/x 4- x" . I ogx . cosxdx . 

2° St Pun des facteurs est constant, on obtient la différen- 
tielle cherchée en multipliant le facteur constant pur la diffé- 
rentielle du produit des facteurs variables. Car si u est con- 
stant, du est nul, et In relation (5) devient 

dij = me dv uv dw = u (le dr-\-v dw) ; 

or w dv -h V dw est la différentielle du produit ete. 

Si, par exemple, on avait 

y=:.ixMog'X, 

on en déduirait 

ÿ = i 1^5 x‘. log' X dx -4- x\ dxj 
ou 

djj = ix‘ ( 1 5 log'x) dx. 


»t. — IV. La différentielle logarithmique du quotient de 
deux fonctions est égale à la différentielle logarithmique 
du dividende, moins la différentielle logarithmique du divi- 
seur. Car si l’on a 



on on déduit yv=u. H, en verlu du principe précédent 


( 2 ) 


dg dv du , dg du dv _ 

g e ~ Il ’ g u v 


ce qu’il s'agissait d'établir. 


PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION. 


15 


Rkhahqui s. 1 " Si l'on multiplie membre à membre les rela- 
tions (I) et (2), on obtient 


(5) 



udv vdit — udp 


c'est-à-dire, (|uc pour obtenir la difrérenlielle d'un quotient, 
il faut midti}dier le dmomivaleurpav la différeittielle du numé- 
rateur, retrancher de ce produit celui du numérateur par la 
différentielle du dénominateur, et diviser le résultat par le 
cairé du dénominateur. 

Si, par exemple, on avait 

— 

^ sinx' ’ 

on en déduirait 


dij = 


si n X. 2 X dx — x’ cos x dx 
sin’x 


X (2 si II X — xcosx) dx 
sin’x 


2° Si le dénominateur v est constant, dv est nul, et il reste 



c’est-à-dire que, pour avoir la différentielln du quolient, il suf- 
fit de différentier le numérateur et décrire au-dessous le 
dénominateur constant. 


sinx 


. • • V'I II •«.' I • à I eos X dx 

Ainsi IJ = — donnerait dy = — ^ . 


Si le numérateur u est constant, du est nul, et il reste 
dy = 


udv 

'V 


Si, par exemple, on avait 
V ■ 
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on en (Icdnirait 


<ly=- 


fj . 2x(lx 

x‘ 


-iO 


dx 


t». — Fondions de fondions. 11 peut arriver (juc y, an 
lieu d’êlredireclenienl fonction de x, soit fonction d’unevaria- 
ble intermédiaire h, qui est cllc-niéme fonction de x, et qu’on 
ait, par exemple, avec u = f(x). On dit alors que y 

est une fondion de fondion. Si x varie de Ax, u variera de ah, 
et y variera de \y. Or on a identiquement 

Aÿ _ a;/ ah 

AX ~ AU ' AX 

et à la limite 

dy dy du 

dx du ' dx ' 


ce qui exprime que la dérivée de y par rapport à x est égale à 
la dérivée de y par rapport à la fondion intermédiaire u, mul- 
tipliée par la dérivée de u par rapport à x. En multipliant par 
dx, on obtient la différentielle de y. 

Si, par exemple, on a 

j/=Iogu avec h=x", 

on en déduit 

dy _ log d ,, _ log e . m x*-‘ m loge 

ïlx~ u “ X" ~ X ’ 

et par suite 

dy=m\one. —, 

t4. — Au lieu d'une fonction intermédiaire, il pourrait y 
en avoir plusieurs. On peut avoir, par exemple, y = /■(«), 
avecu=ç(u) ett'=ii/(x). 
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Si X varie de sx, v variera de ad ; par suite, « variera 
de AM, ci IJ de ai/. Or, on a identiquement 

MJ MJ Ml A I' 

AX AK ■ Ail’ Ax’ 

et à la limite 

dij dij du dv 

dx du dv' dx' 

c’est-à-dire que, pour obtenir la dérivée de y par rapport à x, 
il faut prendre la dérivée de y par rapport à m, la multiplier 
par la dérivée de M par rapport à v, et par la dérivée de r par 
rapport à x. 

En multipliant ensuite par dx, on obtiendra la difrérenticlle 
de y. 

Si l’on a, par exemple 

y=logH, M=r", r=sinx, 

on en déduira 

« I m loge .(sinx)"~'.cosx 

dx H (sinx)" 

d’où 

, m loge, cos xr/x , . , 

du = — = m log e . cotx «x. 

sinx 

•s. — Il peut arriver encore que y et X soient tous deux 
fonctions d’une troisième variable a, et qu’on ait, par exem- 
ple, y=ç(a) avecX='i(a). 

Si a varie de Aa , X variera de ax , et y de Mj. Or on a 
identiquement 



Digitized by Google 



Ifi l’nEMIKIiS ÉLKMKNTS DU C.VLCLL INKIMTÈSIMAL 


c’csi-à-ilirc que, pour oblcuir alors la dérivée de y par rapport 
à X, il faut prendre la dérivée de y par rapport à a, et la 
diviser par la dérivée de x par rapport à a. 

Celte dérivée est exprimée en fonction de a; on l’obtien- 
drait en fonction dex, en niellant pour a sa valeur en x tirée 
de la relation x='i(i). 

En multipliant ensuite par dx, on aurait la différentielle 
deÿ. 

Si, par exemple, on a 


on en tire 

x = sina 

et 

x=kx. 

dy 

= cosa 
dx 

dx 

et ^ = 
dx 

k, 

j'où ÿ 

dx 


X 

Mais on a peut donc écrire 




et par suite 


, X dx 

dS=c»Sj.T- 


rOXCTtO.tS EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES 


ts. — Considérons la fonction 


0 ) 


z=f(u,v). 


dans laquelle u et r sont des variables indépendantes quelcon- 
ques. Un peut d’abord ne faire varier que l’une des variables 
indépendantes, cl changer par exemple u en u 4-d«, en regar- 
dant i’ comme constant. La variation inrmimenl petite que 
subit alors la fonction f est ce que l’on appelle sa différentielk’ 
partielle prise par rapport à ii. Elle est égale à la dérivée par- 
tielle de f prise par rapport à h, multipliée par du (1 i). On 
représente celle dérivée partielle de deux manières : soit par 


la notation /',(», e)i soit par la notation 


dit' 


dans laquelle 
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il ne faut pas voir un quoliciil, niais une simple manière 
d’écrire la dérivée. L’accroissement infiniment petit que prend 
f{u,v) quand on fait croître u de du peut donc s’écrire 

f'.(u,p).du ou fl»- 

De même, si l’on regardait u comme constant, et que l'on 
fil varier v de dv, la fonction /’(«,«) varierait d’une quantité 
infiniment petite qui serait sa différentielle partielle prise par 
rapport à v, et qui aurait pour valeur 

r,(u,v)dv ou 


l’une quelconque des notations /'„(», i') ou ^ représentant la 

dérivée partielle de la fonction par rapport à v. 

*». — Supposons maintenant que l'on fasse varier à la fois 
H et ti, l’un de du et l’aulrc de dv, la fonction z variera d’une 
quantité infiniment petite (/;, que l’on appelle sa di/'jr«^/ eH//e//c 
totale, et qui a pour valeur 


dz—f{u + du, V 4 - dv) — f{u, v). 


Or, on ne troublera pas cette valeur en retranchant et 
ajoutant à la fois la quantité f{u, v 4- dv) ; on peut donc écrire 

( 2 ) dz=f {u+du,v + dv)—f (u,v+do)+f (u,v+dv) — f{u,v). 

Mais l’ensemble des deux premiers termes du second mem- 
bre n’est autre chose que la différentielle partielle de la fonc- 
tion f{u,v -h dv) prise par rapport à u, ou la différentielle par- 
tielle par rapport à u de la fonction f {u, v), puisque dv est 
aussi voisin do zéro qu’on le voudra et disparait devant la quan- 
tité finie V ; l'ensemble de ces deux termes peut donc s’écrire 

f,(u,v).du ou 

De même, l’ensemble des deux derniers termes n’est autre 

•2 
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chose <|ue la dilTcrciitielIc partielle de f{n, v) prise par rap- 
port à y ; ils peuvent donc s’écrire 

f',(ii,r)dv ou '-^.dv. 

On a donc enfin 

(3) dj=r« ("> ") -I- f't (“. v) dv, 

ou 

14) dz = '^. du -h . du ; 

' du dv 

ce qui revient à dire que la différentielle totale est la somme 
des différentielles partielles. 

*8. — Supposons (pie l’on ait 

(5) z=f(u,v,w), 

n,v,w désignant trois variables indépendantes (piclconqucs. 
Si l’on fait varier l’une d’elles seulement, et(|u’on fasse croî- 
tre. U de du par exemple, la fonction variera d’une quantité 
inliniment petite ipii sera sa différentielle partielle par rap- 
port à U, et que l’on pourra écrire 

f', (u, V, w) . du ou ^ . du. 

De même pour les autres variables. 

Si on les fait varier toutes les trois, et que «, v, w croissent 
respectivement de du, dv, dw, la fonction z variera d’une 
quantité infiniment petite dz, qui sera sa différentielle totale, 
et l’on aura 

dz=zf{u -f- du, v-t-dv, u'-hdw) — f (u, v, w); 
mais cette relation peut s'écrire 

dz = f (il 4- du, i' + du, w 4- dw) — f(u,v-h dv, w -4 dw) 
-4- f(u, i’ -4 dv, w 4- dw) — f (u, V, w -4 dw) 

-4 f (u, i', w 4- dw) — f (il, y, w). 
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Or la première ligne du second membre esl la difrérenlielle 
partielle de f (u, v + ar, w -h ah ) prise par rapport à ii, ou, 
ce qui revient au même, la dirférentielle partielle de 
f{u,v, «'), puisque dv et dw sont aussi voisins de léro 
qu'on le voudra , et disparaissent devant les quantités li- 
nies r et M>. De même, la seconde ligne est la dilTércntiellc 
partielle de f{u, r, w-hdw), par rapporta v, ou, ce qui re- 
vient au même, la dirrérentielle partielle de /'(u, r, ir), puis- 
que dw est aussi voisin de zéro qu’on le voudra et disparait 
devant w. Enfin la troisième ligne est la différentielle par- 
tielle de /'(u, t', w) par rapport à w. On a donc 

(6) dz = f\(u,v, w) du + f’,{u,v,w) dv + f'„{u,v,w)dw, 
ou 

(7) dz = du -4- -- dv ■+■ dw ; 

du dv dw 

ce qui signifie encore que la différentielle totale esl éjale à la 
somme des différentielles partielles. 

Ce principe pourrait être étendu de la même manière à une 
fonction d’un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes. 


FUSCT10S8 CuaPOSÉEJ 

*•. — Reprenons l’équation 

z = f(u, v). 

Au lieu de regarder u et h comme des variables indépen- 
dantes, snpposons-les toutes deux fonctions d’une même va- 
riable x\ la fonction z sera alors ce que l’on a|)pcllc une 
fonction composée dex. Or cette supposition ne changera 
rien à la démonstration du n° 27; on aura donc encore 

dz= f,(u, v) du -t- /■'e(H, i») dv. 
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Mais «cio élanl des fonctions de x, on a alors 

du = u'dx, et dv=v'dx, 

u' et v' désignant les dérivées de u et de v par rapport à x. On 
aura donc 


dz=f,{u, v) ti'dx-h f',{uy v)v'dx, 
et, en divisant par dx, 

^ = /^.(K,r) .u' + /•',.(», r). y'; 

ce que l'on peut aussi écrire 


dz- df , dl , 

dx du ^ dv ' 


c'est-à-dire, en vertu du principe sur la différentiation dos 
fonctions de fonctions (25), que la dérivée d'une fonction com- 
posée f (u, v) est la somme de ses dérivées partielles par rap- 
port à u et à obtenues en regardant successivement u et 
V comme des fonctions de x . 

On arriverait à une conclusion analogue pour la fonction 
i = f(u, V, w), si H, V et w étaient des fonctions d’une 
même variable x, c’est-à-dire qu’on aurait 

dz 

^ = f',{u, V, le) . m' -I- f, (u, V, w) . V' -+- /■'„ (H, V, w) . w'; 


ce qu'on peut écrire aussi 


dz d , df , d 

T- = T* . u' -4- . ü -+- • 

dx du du dw 
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S 2. - DIFFÉRENTIâTION DES FONCTIONS IMPLICITES 



so. — Considérons d’abord l'équation 

(1) f(^,y)=o, 

dans laquelle y est dite fonction implicite de x. Si x varie 
de (Ix, y variera d’une quantité correspondante dy liée à dx 
par la relation 

f{x + dx, y-\rdy) = 0. 


et, en retranchant ces deux relations membre à membre, on 
obtient 

f(x + dx, y ■+■ dy) — f {x, =0 ; 


ce qui signifie que la différentielle totale de la fonction f est 
constamment nulle. Or, d'apres ce qu'on a vu au n°2t), cette 
propriété peut s'écrire 

(2) r,(x,y).\+r,(x,y).y’-^0, 


ou 

( 2 ) 


df , df „ 


attendu que x est une fonction de x dont la dérivée est 1, et 
que y est une fonction de x dont la dérivée est y'. On lire 


de là 


(3) 


y' 


f'z(x,y) 

r,i^,y)' 


c’est-à-dire que, pour obimir la dérivée d'une fonction impli- 
cite de X, exprimée par l’équation ( (x, y) = 0, il faut pren- 
dre la dérivée partielle du premier membre par rapport à x, 
la diviser par la dérivée partielle par rapport à y, et changer 
le signe du résultat. 
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Soit, par cxcniplr, l écinalion 


on trouvera 


if — T) axy + x’ = 0 , 


I't (-r, !/) = — r. (rti/ - ,r’) , /■', (.r, y) = 5 (if — nx), 


et par suite 


!/' = 


«!/ — f* 

J/' — flX' 


*1. — Remarque. Lorsque la relation entre x et y se pré- 
sente sous la forme 5 (j/) :=-|(x), dans laquelle ces variables 
sont séparées, l'application de la règle précédente donne 


d’où l’on lire 



ou 


dy 'V (x) _ 

dx~~<}' iy)' 


?' (y) dy = -y {x) dx ; 


c’est-à-dire que quand les variables x et y sont séparées, la 
différentielle du premier membre est égale à la différentielle 
du second; ce qu'on aurait pu prévoir, car pour que deux 
fonctions de variables différentes soient constamment égales, 
il faut que leurs accroissements inrinimcnt petits simultanés 
soient égaux. 

SC. — Les règles qui précèdent permettent de généraliser 
facilement le principe sur la différentiation de la fonction x”, 
en l’étendant au cas de ni fractionnaire ou négatif. 

I. En effet, soit d’abord 

P 

y = xi, 


P et q étant deux nombres entiers. En élevant les deux mem- 
bres à la puissance q, 011 obtient 



- n liu C^nnoti 


If — X’\ 
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(il, par conséquent, en vertu de la remarque ci-dessus (31), 

= px'~'ilx, 

d’où 

(ly /) x’^' jt x''~'.y 

<l.r q ' y^~' ~ q ' if ’ 


dy P j”"*.!'' P f-t 

dx~~ q' X'’ ~ q'^ ' ’ 


ce qui revient à la ri'glc du n° 10. 
Si, par exemple on a. 


on en déduira 


Si l’on a 


on en déduira 


y = x\ 


\f= I 


y =\^‘x = x 


" 2:x‘ 


II. Soit mainlenanl 


y=x- 


on en tire 


yx" — 1 = 0 , 

et, en appli<piant la ri'gle exprimée par l’équation (2) du 

n“ r.o, 

»iyx" ‘ -f-x'".ÿ' = (l; 
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1 / T“" 

1/ = — m - = — }« . — = — jîix-""' ; 

•’ X X 

ce qui revient encore ù la règle du n° i 6 . 

Si, par exemple, on a 

_1 . 1 -î. 

ÿ = X * , on en tire y' = — ^ x ». 

Si l’on a 

ÿ=-=x , on en lire y = — x~’ = j. 


SS. — Soit maintenant la relation f{x,y,z)—0, dan.s la- 
quelle 2 e.st une fonction implicite des deux variables x et y. 
Si X et y varient respectivement de dx et de dy, z variera 
d'une quantité correspondante dz liée à dx et .à dy, par la 
relation 

f{x + dx,y + dy,z-4-dz)=0. 

En retranchant les deux relations membre .à membre, on 
aura donc 


f{x-h<lx,y-hdy,z + dy) — f(x,y,z) = 0; 


ce qui exprime que la différentielle totale de la fonction f est 
constamment nulle. 

Or, d’après ce qu’on a vu au n° 28 , cette propriété est ex- 
primée par la relation 




ÿ /tx — I 
dz 


(Il faut bien se rappeler que les notations nerepré- 

•senlent p.as des quotients, mais bien les dérivées partielles de 
lu fonction f{x,y,z), par rapport à x, à y et 112). La relation 
ci-ilessiis exprime donc que la .saniwe des différentielles par- 
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tiellex (le lu foinlioii f (x, y, rapport aux trois variables 
est égale à zéro. 

On démontrerait de même que si l'on avait f(x, y, z, I) =0, 
on en pourrait déduire 




III. - APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉRE.NTI.VTION 
AUX FONCTIONS LES PLUS USITÉES 


34 . — Fonctions algébriques rationnelles. Les fonctions que 
l’on rencontre le plus souvent sont les fonctions alfçébriques 
entières, telles que 

(1) ÿ=Ax“4-Bo''"~' + Cx’"~*.. .+Tj:-f-U. 

La différentielle d'une somme étant la somme des difléren- 
ticllcsde ses parties (20), il faut, pour obtenir la différentielle 
dey, différentier successivement chacun des tonnes du second 
membre. Or, chacun de ces termes est le produit d’un facteur 
constant par une puissance dex; sa différentielle s’obtient 
donc (2i, 2 ) en multipliant le facteur constant par la dilfé- 
rentielle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance 
de X, on obtient sa différentielle en multipliant par l’exposant 
de X, diminuant cet exposant d’une unité et introduisant le 
{acteur dx (16). En appliquant ces divers principes, on aura 
donc 

dy = [mAx““‘-f- (m — 1 ) Bx"~* -f- (m — 2) Cx"“’. . . T| dr ; 

le terme U disparaît, attendu que la différentielle d’une con- 
stante est nulle (19). 

Si l’on a, par exemple, 

_ J-' _ _ -H ^ X’ — 4 X -I- /, 
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011 trouvera 


</ÿ= (2 .r‘ — 6 j' — 2 x’ 4- X — i) <ix. 


SS. — Après les fonctions algébriques entières, celles qu’on 
rencontre le plus souvent sont les fractions algébriques ; leur 
différentielle s’obtient en appliquant la règle donnée au n° 22 
(Rem. 1°) pour la différentiation d’un quotient. 

Si l’on a, par exemple, 


( 1 ) 


x’ — 5x-+-6 
x’ — 4x + 4' 


011 obtiendra successivement 


(,r’— 4x4-4)d(x’— 5x-J-t))-(x’— 5x4-(i)(/(x’— 4x-f-4) 

(x* — 4x4-4)’ 

_ (x* — 4x4- 4) (2x — 5) — (x* — 5x4-6) (2x — 4) . 
~ (x* — 4x4-4)’ 

X*— 4x4-4 , 

~ (X*— 4x— 4)* 


ou 

C2) 


ilij = 


(ix 

(7^’- 


Dans cet exemple il y a une vérilication facile : les deux 
termes de la fraction (1) proposée admettent le facleurx — 2; 
si on le supprime, il reste 


'/ 



Un appliquant la règle de dilférentiation d'un quotient, on 
obtient 

, (x— 2|i/(x— 5)— (X— 5)(/(x— 2) (x— 2)— (x-"))j_ 

dy =- 

di 

" (x-2)’ 
comme plus liant. 
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3«. — Fom lions algébriques ivralionnelles. La règle pour 
la dilTércntiation il’un radical du second degré peut être fact- 
Icnient établie. Supposons, par exemple, que l’on ail 

y = \ a J.'* bx -h e , 

Posons 


il viendra 

_ i 

et, on différcntianl y comme une fonction do fonction (2Ô), 


1 

dy = - M 

2 


’ du — 


du {‘îax-hb)dx 

- \ « 2 \iax‘ -^-bx-^c 


c’csl-à-dirc que, pour obtenir la différentielle d'un radical du 
second degré, il faut piendre la différentielle de la quantité 
placée sous le radical, et la diviser par le double, du radical. 

37 . — On suit une marche analogue pour différcnlior un 
radical d’indice quelconque. Soit 

1 

y=\u= Z/** î 


U étant une fonction do x. On en tirera (52) 


du =- w 
n 




du 

n"sü^' 


d’où il serait facile de déduire une l ègle. 
Soit, par exemple. 


on trouvera 



(5 ax* + 2 bx + c) dx 
5 V («j'' 4- bx* 4- ex 4- (/)*’ 
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— On peut rencontrer des ox|)rossions dans lesquelles 
les radicaux sont mtdés à des fondions rationnelles , entières 
ou fractionnaires. 

Soit, comme exemple, 

(1+2 J-*) X 1 — .r’ 

y — 


Kn appliquant d’abord la règle pour la difrérentiation d’un 
quotient, après avoir mis en facteur on trouvera 


_1 J^d(l +2x») v'i — X* — (1 +2 j») y 1 — X». dj-' 
ô ■ x" 


ou , en effectuant les «liffcrenlialions indiquées au numéra- 
teur. 


<hj 


\i X V 1 (1 +2x*)v'l -x‘.3x’ 

I L V I J , 

— jX — 


Supprimant le facteur x’ commun aux deux termes, et mul- 
tipliant ensuite ces deux termes par y 1 — x‘, il vient 

, 1 x[4x(l— x’)— (l+2x*)x| — 5(l+2x*)(l— X*) . 

«V = : — . ■ . (IX . 

O X‘ y 1 — X' 

Effectuant les calculs au numérateur, et réduisant, on 
trouve enfin 

, dx 

dti = — . . . 

X* y/ 1 — x’ 

On trouvera de même que 


y 


(8x‘ + 4 X* + 5) y x’ — I 


15x‘ 


donne par la différentiation 


r 

''»=F7ïnrî- 
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*0. — Folictiom expoiimlielles el loijarithmiques . Soit 
maintenant à difîcrenlier la fonction exponentielle 


y = a"- 

La méthode la plus simple consiste à prendre d’abord les 
logarithmes des deux membres et à écrire 

logÿ = xloga. 

Les variables étant séparées, on peut (31) égaler les dilfé- 
rentielles des deux membres, et écrire (17) en conséquence 


logg-dÿ 


log a . dx , 


d'où 


du log« logo II'/ 

-r- = • y = r-^ • « . d ou du 

dx loge loge •' 


X I 

— ^ aUlx. 


loge 


Ainsi, pour obtenir la dérivée de a', il suffit de multiplier 


par le facteur constant 


loae’ 


Si l'on avait a—e, il viendrait 

y=e‘ et ^ = e'. 

Ainsi la fonction e^ jouit de celle propriété qu’elle est égale 
à sa dérivée. 

40 . — L’exponentielle y = a~’ peut être ramenée à la pré- 
cédente en posant — x=n; d’où du= — dx. On a alors 


y = a" 


par suite 


dy = a" du = — dx. 

loge loge 
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Si a ùlait i'gal à i', on aurait 


et 




ainsi la fonction e"' est égale et de signe contraire à sa déri- 
vée. 

41. — On peut avoir en exposant le produit de x par une 
constante. Soif, par exemple, y = On posera u=-mx, 
d’où dn = mrfx. On aura alors 


(hj :±= a“ du — a”' . mdx. 

•’ loge loge 

On trouverait de même que y = a~’“’ donne par la difléren- 
liation 


dy — — mdx. 

^ loge 


On rencontre souvent des expressions de la forme 
i/=Ae'“ H-Ite“"^. 

On en lire, en appliquant les règles précédentes, 
dy= ))i (Ae"' — Be~"“)dx. 

4 *. On a vu au n° 17 comnicnl on diflérenlie le loga- 

rilliine de x; mais on peut avoir à différentier le logarithme 
d’une fonction de X, i)ar exemple, 

y = log" (x -+- y 1 -l- J'*) • 

On posera 


n = X 4- V 


1 -4- x ' , d’où du = 




— Wx, 


V 1 -hxy 
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on aura alors 

(l H (b 

ÿ=log'», il’où = = - 


ou 


dy- 


(\ 1 -Hx’-f-a;)f/a' dx 


(■T “1“ \ I + X* ) y' l -H X* Y' I “1" xî’ 


4S. — On pourrait être embarrassé pour diffcrcntier la 
fonction y =r'. Il suffit pour cela de prendre les logarithmes 
népériens des deux membres, ce qui donne 

\og'y = x log'x. 


Les variables étant séparées, on peut égaler les dilTércnlielIcs 
des deux membres (31), et l'on trouve 

~ = (log' X -I- X . rfx = ( 1 -f- log'x) dx ; 

d’où 

<fy — y(^ +log'x)rfx = x^(i 4- log'x) </x. 

44 . — Fonction.^ circulaires. On a vu (18) que la différen- 
tielle de sin X est cos x dx . 

Soit mainlenanl i/ = cos x. Pour différenticr cette fonc- 
tion, on pourrait suivre une marche analogue à celle du 
11 ° 18; mais il est plus simple d’opérer de la manière sui- 
vante. Posons 


X 



d’où U 


— X, et du = —dx. 


Nous aurons 


52 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL, 
cl par conséqucnl 

dy = cos U du =cos —xj.(—dx) = — sin x dx. 

Soit 2 / = tangx. On pourra écrire 

sin X 

^ cos X ’ 


et, en appliquant la règle j)our la ililTérentiation d’un quo- 
tient (22), on trouvera 


dy= 


cosx.dsinx — sinx.dcosx 
cos*x 


dx 

cos’ x’ 

Soit de même y = cotx; on écrira 


cos’x -I- sin’x 
cos’x 


dx 


cos X 
sin x’ 


d'où 


J sinx.f/cos X — cosxdsinx — sin’x — cos’x , 

.si .Vi .. ^ ; . uX 


sin’x 


sin'x 


dx 


sin’x' 

— La sécante et la cosécante sont rarement employées; 
mais la différentiation de ces fonctions n'offrirait aucune dif- 
ficulté. Soit, par exemple, 

i 

« = sec X = . 

cosx 

On posera 

U = cosx, d’où dti= — sinx(/x. 

On aura alors 

1 
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cl par conséquent 

dy = — 

m’ 

ou bien 

, sini;rfx 
du = — i — . 
cos’ X 

Pour y — cosècx, on trouverait 


dy = - 


cos X dx 
sin* X 


48 . — Au lieu des fonctions circulaires directes dont nous 
venons de parler, on peut avoir affaire aux fonctions circu- 
laires inverses. 

Soit, par exemple, 

y = arc. sin x; 


on en déduira d’abord 


X = sin y, d'où dx = cos y dy. 


ou 


d’où 


dx=z\Jl — sin’ÿ . dy = \j’[ — x’ .rfi/; 


dy = 


dx 


y/1 — x’ 


Soit, en second lieu. 


on en déduira 


1/ = arc . cos x ; 


X = cos y , 

d'où 

dx= — s\nydy= — yl — cos’j/.dÿ, 
ou 

dx = — y I — x’ . dy , 
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d’où 
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(hj = — 


(Le 


différentielle dont la forme ne diffère de la précédente (jiie 
par le signe. 

Soit encore 

IJ = arc tang x ; 

on en déduit 


d'où 

dx = 
ou 

d’où 

Soitenlin 
on eu déduit 
d’où 

dx — 


X = tang y ; 




rfx = (1 - i - x -) (hj , 


d,j: 


(Ix 


1 X 


y = arc cot x ; 


X = 

jhL= 

sin'y 


eut y . 

-(l+col*!/).dj/; 


ou 


d’où 


dx = — (1 -l-x*) dy , 


dy = 


dx 

r+7’ 


différentielle dont la forme ne diffère de la précédente (|ue 
par le signe. 
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4*. — On peut rencontrer des fonctions analogues aux 
précédentes (45, 46), mais dans lesquelles x est multiplié 
par un facteur constant. 

Soit, par exemple, 

y — sin nu: ; 

d'apres la règle de la difiércntiation des fonctions de fonc- 
tions (25), ou, en prenant wx pour variable, on trouvera 

tlij = cos nix . dmx ■— m cos mx dx ; 

c'est-à-dire qu’il faut opérer comme au n° 45, et multiplier 
le résultat par m. 

Soit de meme 


U = arc sin - : 
•’ a 


en appliquant les mêmes régies, on trouvera 


dy = 


a 


- dx 

(I 


dx 


n/'-j \/'-? 

Un trouvera semblablement que 
y = tang mx 

, milx 


donne 


et que 


donne 


y = arc tang 


X 

a 


d 


dy = 


1 -H 


ttdx 

o’ -I- x’ ' 
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48 . — Enfin les fonctions circulaires peuvent se trouver 
mêlées avec des fonctions algébriques ou logarithmiques. Nous 
en donnerons deux exemples. 

Soit d’abord 

IJ = C — log' cot ■; X. 

Posons 

i X = r , et cot V = u; 

il viendra 

ÿ = c — log'u; 

par conséquent 



niais 


du = — 


dv 

si II’ V ’ 


et 


dv = A rfj ; 


il viendra donc, en substituant 


— I dx 

sin’ ~x dx dx 

cot. -f X ‘2 sin ; X cos A X sin x' 


Soit, en second lieu, 


ÿ = R arc . cos j — y ^Rx — x’. 

Posons 

A = R arc cos ^1 ~ ^ ^ , B = y 2 Px — x’ ; 

il viendra 

ly = A — B , d'où dy = dk — dB ; 
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A = Rarccosu, J’où 


(/.V =—\\ 


du 


ds 




un 


et 


(/A = 


R dx 

v' ‘ï Rx — X* 


_ (2R — 2x)rfx _ (R— x)<ir 

~ 2 v' 2 Rx^ ~ v' ' * 


par conséquent 


^ ,,, = == . / » . 
v'‘-2R-c--r’ V^'iRx— X’ V2R— X 


On peut, à l’aide des règles ci-dessus établies, différentier de 
meme toutes les fonctions d’une variable. 

4S. — Les fonctions composées peuvent toujours être dif- 
férentiées directement comme des fonctions delà variable in- 
dépendante X, et il y a rarement avantage à appliquer la règle 
du n° 29, qui nous a servi surtout à établir la méthode de 
différentiation des fonctions im|)licilcs. Cependant, pour com- 
pléter ce que nous avons à dire sur ce sujet, nous traiterons 
un exemple de fonction composée. 

Soit 

(1) z = u V 1— + ^ = 


relation dans laquelle on suppose u = e* et t) = sinx. 
On aura d’abord 


'!L 

du 




df _ — «»’ _ i; 
de yl — r’ « 
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Par ronséqiienl 



Ce résultat peut être facilement vérifié. Si l’on y met pour 
M et V leurs valeurs, en remarquant que, 

du — e’dx et dv — cosxdx, 

on trouve 


, / sin-r\ ,, /r'sinx i\ , 

(/î = ( cos X i— ) e dx — h — I cos x dx; 

\ r' / \ cos.r e'/ 

ce qu’on peut écrire 


(5) dz=(e^ cos X — e"'sin .r — e'sinx — e“'cosx) dx. 

Or si dans la relation (I) on met pour « et r leurs valeurs, 
on a 

3 = e'cos J -+- e"'sin J, 


et si l’on différentie directement, en appliquant les règles 
pour la difl'érentiation d’une somme et d’un produit, on re- 
tombe sur le résultat exprimé par la relation (;>). 


IV. — DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS 

S I. — FONCTIONS EXPLICITES O'UNE VARIABLE 

so. — La dérivée d’une fonction de x étant elle-même une 
fonction de j, on peut en prendre la dérivée ; on obtient ainsi 
ce que l’on appelle la dérivée seconde de la fonction. La déri- 
vée première étant représentée par f (x) ou par y', on repré- 
sente de même la dérivée seconde par /'" (x) ou par y". 

Cette seconde dérivée étant encore une fonction de x, on 
peut en prendre la dérivée ; et l’on obtient ce que l'on appelle 
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la dérivée troisième, que l’on représente par f" (or) on 
par y"'. 

En prenant la dérivée de la dérivée troisième, on obtiendrait 
la dérivée quatrième, que l’on représenterait par f" (x) ou 
par y", et ainsi de suite. 

SI. — Mais on emploie encore, pour représenter ces déri- 
vées successives, une autre notation qu’il faut connaître. 

On a vu (l i) que la dérivée première peut être représentée 

par ^ , et porte alors plus particulièrement le nom de coef- 
ficient différentiel. Par analogie, on peut représenter la déri- 
vée seconde y", c’est-à-dire la dérivée de y', par ; et , on 


mettant pour y' son expression ^ , on a 


y 


n 



dx 


Or, dans le cours d’un même calcul, l’accroissement inlini- 
ment petit dx attribué à la variable indépendante est toujours 
considéré comme constant, ce qui revient à supposer que cette 
variable croit en progression arithmétique dont la raison 
est dx. L’expression ci-dessus peut donc s’écrire 



Au lieu d’écrire deux fois le signe d de la différentiation, 
on convient de ne l’écrire qu’une fois ;mais on l’affecte de l’in- 
dice *, et l’on écrit 


y" 


— ^!/ 
dx' ' 


Sous cette forme, la dérivée seconde prend plus particulière 
ment le nom de coefficient différentiel du second ordre. 
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De même on peut représenter la dérivée troisième y"\ ou 
la dérivée de y", par 

(hf , d'y 

-ji ou d.^. 
dx dx' 

dx 

et, puisque dxest regardé comme constant, on peut écrire 

U" = 

» dx* 

On n’écrit le signe d qu’une Fois en l’alTectant de l’indice’,- 
et l’on a 


r = 


_ ^ . 


dx* ’ 


c’est le coefficient différentiel du troisième ordre. 

En général, on représente d’une manière analogue la déri- 
vée d’un ordre quelconque n ; et l’on écrit 


i/(") 


_ ^ . 

dx" ’ 


c’est le coefficient différentiel de l'ordre ii. 

SX. — Soit, par exemple, ÿ=x“, on en tirera 
d'y 


= m (m — t) x""* ; 


dx dx* 

0 = m (m— d ) (m — 2 ) x-* ; 


et en général 

= m(m — i)(m — 2 ) . . .'(m — « -i-d)x"“". 
On peut remarquer que, pour n = m, on obtient 


d*!/ 

dx" 


— ni(m — d) . . . 5 . 2 . d , 
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quantité constante ; on sorte que la liérivée de l’ordre m 4- 1 
est nulle, et qu’il en est de même de toutes les suivantes. 

On en conclut (|u'uuo fonction algébriquecntière dudegrém 
n’a pas plus de m dérivées successives ; la dérivée de l’ordre m 
est constante, et toutes les suivantes sont nulles. 

Mais, pour toutes les autres fonctions, le nombre des déri- 
vées successives est indéfini. Si, par exemple, on a i/ = e* , on 
en déduira 


^ — d’y 

dx~ ' dx* 



= f'; 


et ainsi de suite ; toutes les dérivées sont égales entre elles et à 
la fonction e*. 

Si l’on a ÿ=sina;, on en déduit 


uy U y 

~^ = cosx; = — sinx; 

dx dx' 


(Py 


d'y _ 
d'x 


cosx; -^ = 4 -smx. 


les dérivées se reproduisent périodiquement dans l’ordre 
-t-cosx, — sinx, — cosx, -t-siux. 


On verrait de même que les dérivées de e"' ont toutes pour 
valeur absolue e~’, mais qu'elles sont alternativement affec- 
tées du signe — et du signe 4- , et que les dérivées >uccessi- 
ves de cosx se reproduisent périodiquement dans l’ordre 


— sinx, — cosx, 4 - sinx, -i-cosx. 

5». — La notation des différentielles successives se déduit 
de celle des dérivées. 

Les différentielles successives de y sont : 

dy, d.dy ou (P y, d.d'y ou tPy, 

et ainsi de suite. 

Si maintenant on se rappelle que la différentielle d’une fonc- 
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lion (le X est égale à sa dérivée multipliée par dx, et que le 
facteur dx doit être considéré comme constant, on aura 

(/;/ = /■' |.r) dx = “ dx , 

•l'y = r i-^) 

,Py = f' (X) dx\dx = '2^ dx\ 


et ainsi de suite, relations qu’il ne faut pas confondre avec des 
identités, attendu que 

dy d^ 
dx ' dx* ' dx* ’ 

sont des notations spéciales et non des quotienis. 

On a, en général, 


et l'on voit que la différentielle de l'ordre n est un infiniment 
|ietil du niéinc ordre, puisque le facteur ^ , qui rc|irésente 
une dérivée, est généralement fini. 


ü 3. — DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITES 
DE PLUSIEURS VARIABLES 


34 . — Soit /'(«, t') une fonction de deux variables indé- 
pendantes. On a vu que sa dérivée partielle (26) par rapport 

à U est repn'>.sentée par Cette dérivée étant, en général, 


elle-même une fonction de u et de r, on peut en prendre la 
dérivée |>artielle par rapport à u; et, conformément à la no- 
lation adoptée pour les fonction d'une variable (51), on la re- 
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])r(‘scnlera par ^ , Celte dérivée seconde étant une l'onction 
de U cl de v, on pourra en prendre la dérivée partielle par 
rapport à ti, et l’on aura la dérivée troisième ; et ainsi de 
suite. 

On verrait de la même manière que les dérivéc.s partielles 
des divers ordres prises par rapport à v sont représentées par 
(Pf <Pf 

df’ di>” dr” ••• 

Mais, après avoir pris la dérivée partielle par rapport à «, 

— , comme celte dérivée est une fonction de u et de r, on peut 

en prendre la dérivée par rapport à r ; on la représente, par 

analogie, par ■ 

* du de 

On pourrait, au contraire, après avoir pris la dérivée do 
f{u,v) par rapport à r, , prendre la dérivée partielle de 

dV 

celle-ci par rapport à u ; on la représente par 

Plus généralement, on peut, après avoir pris p dérivées par- 
tielles successives de f{u, v) par rapport à u, prendre ensuite q 
dérivées partielles successives de la dernière par ra|>porl à v. 

Ce résultat final de ce calcul est une dérivée de l’ordre p + q, 
que l’on représente par* 

•l'f 

did dv' ’ 


en remplaçant, pour abréger, p-+-q par n. 

Si, par exemple, on a pris deux dérivées partielles suc- 
cessives par rapport à ii, puis trois dérivées partielles succes- 
sives par rapport à r, le résultat final sera représenté par 

JlL 

diP de’’ 
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55. — Dans ce genre de calcul, l'onlre des diffêvenliut'wni: 
est ind'ij'fà ent. 

On fait voir aisément, par exemple, qu’on a 

d‘f _ d*f 
dtidv de du' 

En effet, on a vu au n“ 12, que si l’on a y = /'(x), on en lire 
dy = f{x + ds) -f(x), 

d’où 

/M dij _f{x + dx) — f{x) 

^ ' dx~ dx 

Si donc on a s = /■ (u, r), et que l’on considère d’abord le 
second membre comme fonction de u, c’est-à-dire v comme 
constant, on aura 

/oi di _f{n-hdn,v) —f{u, r) 

dn~ du 

Si l’on veut obtenir la dérivée de cette expression par rap- 
port à r, il faudra, d'après la règle exprimée par la rela- 
tion (1) elle-même, changer, dans le second membre de (2), 
la variable i' en v -+- de, retrancher du résultat la valeur pri- 
mitive de ce second membre, et diviser In différence par de, 
ce qui donnera (ô) 

d’z }'{u-\-du,v-hdv)—f(u,v-^-dr)—f{u+dii,t')-\-ftu,r ) 

du dv du du 

Supposons maintenant que l'on fasse le calcul dans un ordre 
inverse. En ne faisant varier d’abord que r, on aura 

dz f{u,v-i-de) — f(n, r) 

dv dv 

Pour obtenir la dérivée de cette expression par rapport à », 
il faut, conformément à la règle exprimée par la relation (I ). 
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clianger, dans le second membre, la variable u en h -f- dit, 
retrancher du résultat la valeur primitive de ce second mem- 
bre, et diviser la différence par du, ce qui donne (4) 

d'i f Ui+du,v+dv)—f {u+du,v)—f (u,v+dv)+f{u,v) 

dvdu dvdu 

Or, si l'on compare les seconds membres des relations (3) 
et (4), on reconnaît qu’ils ne diffèrent que par l’ordre des ^ 
termes du numérateur, ou par l'ordre des facteurs du déno- 
minateur; ils sont donc égaux, et l'on a 

d‘i d’i 

diidv ~ dvdu 


Ce théorème étant applicable aussi bien à une dérivée qu'à 
la fonction f{it, t>) elle-même, il en résulte qu’on pourra tou- 
jours intervertir l’ordre de deux différentiations consécutives 
quelconques, cl amener par conséquent les différentiations à 
se succéder dans un ordre quelconque; ce qu’il s'agissait 
d'établir. 

56. Cela posé, on a trouvé au n" 27 que la relation 
iz=f(u,v) 

donne 

(5) dz = du -F- ÿ dv , 

du dv 


dz désignant la différentielle totale de f{u, v). 

Si l’on différentic les deux membres en faisant tout varier, 
l'application des règles relatives à la différentiation d’une 
somme et d'un produit donnera 

(6i 


Mais si l’on applique aux fonctions 


df df . , . 

cl la réglé exprimée 


Digitized by Google 



■iti l’IlEMlEKS ÉLÉMENTS 1)1 CALCUL INFINITÉSIMAL, 
par la rdalion (5), on ohlient 


(/. 


© = 


'l'f , '<’/ , 


l't 


\(li'/ (Ivdii 


du- 




dv. 


Substituant ccs valeurs dans la relation (6), et remarquant 


d'f 
du dv 


dv du 


, on trouve 


(7) d‘z = ‘^,du’-h'2 
du' 


d'f 

du dv 


dudv 




lU 


du 


d'u 


df 

dv 


d’v. 


s«. — Pour obtenir d'z, il faudrait [dilïérentier la rela- 
tion (7) en faisant tout varier; la différentiation introduirait: 

1 ” ( 1 ^) . ''-(ra) ’ '^-(10 ’ 

obtiendrait la valeur en appliquant à ces fonctions la règle e.\- 

['/■ 
du 

déjà obtenues plus haut; en faisant les substitutions, et tenant 
compte du théorème du n“ 55, on arriverait à la valeur de d'z. 
On suivrait une inarebe analogue pour obtenir d's et les 
différentielles suivantes. Mais le calcul va toujours en se com- 
pliquant, et, iiu delà de d’z, les résultats ne sont pas utiles 
dans les applications ordinaires. 

Hemvrquks. — I. Dans le cas particulier où u et v sont rem- 
placés parx et par y, et où l'on a 

z=f(x. II), 

un pose souvent 

df dj _ d’f _ d‘f __ d^f _ 
dx~"''' d.r'~''' d.rdn'~''’ dif~ ' 



primée par l’équation (5), et 2“ les quantités d 
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Ü1FKÉHK.NTIEL1.ES SUCCESSIVES DES FONCTIONS. 
Les équations (5) et (7) deviennent alors 


( di = pdx + qdij 

\ d' Z = rdx* +2sdxdij-ht dy * -h pd' x-+- (((P y . 


Ces notations sont adoptées par beaucoup d’auteurs. 

II. Si les variables x et y, au lien d’être indépendantes, 
étaient fonctions d’une niême variable indépendante x, la va- 
riable 3 serait aussi fonction de x, et l’on aurait 


dx: 


pj., = | J., <('x= 9 = 0 




En substituant CCS valeurs dans la relation (8) et divisant 
par dx', on trouve 


d'z . O 


-H/ 


/</;/ 

dx 




d'x 


d'y 

''dx*- 


i 3. - OIFFéRENTIELLCS SUCCESSIVES DES FONCTIONS COMPOSÉES 


*8. — Si, dans la fonction /'(«, v), les variables » et v, au 
lieu d’ètre indépendantes, sont fonctions d’une même va- 
riable X, la relation (7) du n" 56 n’en a pas moins lieu. Mais 
on a alors 


du—u'dx, d'u — u''dx', dv = v'dx, d'v = v“dx', 

h’. II", v', v" désignant les deux premières dérivées de u et 
de V par rapport à X. Substituant ces valeurs et divisant 
par dx', on obtient 


( 10 ) 


^ 

dx' ~~ diP 


dudv 


uv 


de' 


- 'If 

du “ dv ' 
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S 4. — différentielles successives des fonctions implicites 


59. — Soit /'(x, ÿ) = 0, la relation qui lie deux varia- 
bles x et y, la première étant la variable indépendante. 
Posons d'abord 

-=/■(•»■. y)- 

nous en déduirons, en vertu de l’équation (10) du n» 58, 




tlx' <ix* ‘ 


dsity 


f/i/« 


y 


dx‘ 


rfy’ 


1/ 


Mais puisque la fonction f{x, y) est constamment nulle, il 
en est de même de ses dérivées successives (19. Rem.) ; on a 
(Pi 

donc = 0. En même temps, x devenant la variable indé- 
flX 

pendante, onax'= 1 etx" = 0; l’équalion ci-dessus devient 
donc 


( 11 ) 


(Pf 


-V 


rfï ^..-.rf‘/’ 


-1/^=0. 

rfy 


(Ix* ^ dx dy " dÿ’ 

Il faut remarquer que cette relation peut se déduire de la 


relation 

( 12 ) 


^f. 

dx 




établie au n” 50. 11 suffit pour cela de différentier le pre- 
mier membre en faisant tout varier, et en regardant y' comme 
une fonction dex, et d’égaler à zéro la dérivée ainsi obtenue. 

Si l’on opère de même sur la relation (11), c’est-à-dire si l’on 
différentie le premier membre en faisant tout varier, et en 
regardant y' et y" comme des fonctions de x, puis qu’on égale 
H zéro la dérivée obtenue, on trouve 

... rf*/" 


(H) 


(Pf - , iPf 


\dx 


•y 


- { pf 

\dx dy 




dxdif 


" dyV 
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0 (|uatiun qu'on poiirrnit obtenir niais innins simplement, 
en suivant la marche indiquée au 11 “ 57, changeant u et l'en x 
et eu y et reinari|uant que puisque x devient variable indé- 
pendante, on a 

x' = i, x" = 0, x"' = 0. 

On voit que la première dérivée est donnée par la relation 
(l‘J); cette dérivée éhuit connue, on substituera sa valeur 
dans la relation (1 1 ), qui donnera y"; les dérivées y' cl y" étant 
connues, on substituera leurs valeurs dans la relation (15), 
qui donnera y'". 

Les dérivées suivantes ne se rencontrent pas dans les ap|di- 
cations ; mais elles s'obtiendraient par des calculs analogues. 
Pour obtenir //", parevemple, il faudrait égaler à zéro la déri- 
vée du premier membre de l’équation (II) prise en faisant 
tout varier et en regardant //', y" et y'" comme dos fonctions 
de X. 


V. -- bfiVKLÜl-PKMKNT DES FONCTIONS EN SÉRIES 

SI- FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE 

60 . — Étant donnée une fonction de x, que nous représente- 
rons par f (x), on donne à la variable x un accroissement /i, 
et l’on se propose de développer /'(x -l- h) en une série ordon- 
née suivant les puissances croissantes de h ; en d’autres ter- 
mes, on se propose de trouver une série de ce genre qui puisse 
remplacer la fonction f{x + h). Il faut pour cela que la série 
obtenue soit com'enjt'iite (\o\ . l'Appendice)^ cl qu’en prenant 
un nombre suffisant de termes, on puisse, quel que soit x, ap- 
procher autant qu’on le voudra de la valeur de /'(x -+-/<). 

61 . — Si la fonction pro|iosée est algébrique et entière par 
rapport à x, le développement demandé est facile à obtenir. 

4 
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Il suffît de se rappeler que, dans le développement d’une puis- 
sanee entière du binôme x + /i, chaque terme sc forme du 
précédent en multipliant par l’exposant de x dans ce terme, 
en diminuant d’une unité l’exposant de x, en augmentant 
d’une unité l’exposant de h, et en divisant enfin par le nombre 
des termes qui précèdent celui que l’on veut former. (Icci 
revient à dire que, dans le développement, le coefficient de 
chaque puissance de h est égal à la dérivée par rapport à x du 
coefficient précédent, divisée par le nombre des termes qui 
précèdent celui que l’on considère. Ainsi le terme général du 
développement de (x + b) ", savoir : 

l)(tn — 2)...(m — n-l-l) 

l.'2.ô...n • •' 

donnerait d’ajirès cette règle 

»i(m— l)(m — 2)...(»i — n + l)(m — II) 

1 .2.0... n (11 + 1) • ’ 

ce qui est bien le terme suivant du développement. 

La même règle subsisterait évidemment si la puissance de 
x-t-Zi que l’on développe était multipliée par un facteur con- 
stant ; car ce facteur affecterait tons les termes du développe- 
ment sans altérer la lui suivant laquelle se forment les coeffi- 
cients successifs des puissances de b. 

8t. — Cela posé, soit 


-I- Tx -t- U , 

changeons X cn.r-|-/i, il viendra 

/■(x -I- b) =A (x -t-/i)“ + Il (X-t-/i)"“‘ -L-C(x -t-/i)" ‘... 
-i- I Ix + b f “t" t 


mij en développant et ordonnant par rapport à /i. 
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ür, les lermcs qui forment la première colonne verticale 
reproduisent la fonction proposée f{x). D’après la reman|uc 
aite plus haut, chacun des termes qui forment le coefficient 
de h est la dérivée par ra|iporl à a; du terme qui lui correspond 
dans la colonne précédente, divisée par 1 ; l’ensemble de ces 
termes est donc la dérivée de f (z) par rapport à x, divisée 

fUx) 

par 1, et peut conséquemment s’écrire Chacun des ter- 
mes qui forment le coefficient de h* est la dérivée par rapport 
àx du terme qui lui correspond dans la colonne précédente, 
divisée par 2 ; l’ensemble de ces termes est donc la dérivée de 

r(x) . f"{x) 

'-^divisée par 2, et peut s’écrire On verrait de même 

que l’ensemble des termes qui forment le coefficient de est 

m 


la dérivée par rapport à x de 


1.2 


divisée par 5 ; et peut 


f' (j) 

s’écrire , Et ainsi de suite : on a donc 

1.2.0 


f(x + h) = f(x) + ^-^h- 


r(j) M , r (-r) 

1.2 ■^ 1 . 2.5 




Ce développement n’a qu’un nombre limité de lermcs , 
parce que la dérivée d’ordre m est constante et que foules les 
suivantes sont nulles. Le nombre dos termes du développement 
est donc m -I- 1 ; on l’écrit ordinairement 

/•(X 4- h) =f(x.) 4- r (X) \ -f- r (^) + r (^1 

Celle formule est connue sous le nom de formule de 
Taijlur. 

Si, par exemple, on a 

/■(x)=x‘ — 5x" 4 -ox’ — 7x4- i. 
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on (rmivera siiccessivcmcnl 

f [x)— 4.1* — Ox’-t-lOj — 7, 
f“ (x)=: \2x' — i&x +10, 
l"’(x) = ^ix —18, 

/■'(x) = 2i, 

(*l par suilo 

f{x+h)= x'+ Ix* j'+12x* /^24x ^+24^-|j^ 

— ôx* — 9x* — 18x — 18 

+.‘)x*+10x +10 

— 7x — 7 
+4 

ou 

/■(x+/t)= x'+ 4x' /i+Cx* /i’+4x /i*+/i‘. 

— ôx’ — 9x’ — 9x — 5 

+5.r*+IOx +5 

— 7x — 7 
+4 . 

«s. — Il était naturel de rechercher si les fonctions autres 
(jue les fonctions algébriques enlières peuvent êire dévelop- 
pées d'une manière analogue. On démontre de plusieurs ma- 
nières que la série de Taylor subsiste toutes les fois que la 
fonction f{x) et toutes ses dérivées conservent une valeur 
finie entre les limites répondant à x et à x + h, h étant d’ail- 
leurs une quantité très-petite. Nous adopterons la démon.stra- 
tion suivante, qui est, à quelques détails près, celle de 
Lagrange. 

Il faut d’abord établir le lenme suivant: 

Tonie fonclion ç (h) qui s'annule avec la variable h, esl de 
même siijne que sa dérivée pour des valeurs de h suffisam- 
ment petites. En effet, lorsque h croît à partir de zéro, la va- 
leur absolue de ç(/i) est nécessairement croissante, et 
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5 (/i 4- ih) est (le même si»ne f|ue ç (/i) pour h suffisaminent 
petit. Or on a (15) 

i/i 

Si f (/» + a/i) et ç {II) sont tous deux positifs, la différence 
? (/i4- a/j) — 9 (h) est positive ; et, comme sh est positif, le 
second membre de la relation (I) est positif; il en est de 
même à la limite, c’est-à-dire pour sh infiniment petit; donc 
9' {h) est positif, c'est-à-dire de même signe que 9 (h). 

Si 9 (h + a/i) et 9 (à) sont tous deux négatifs, la différence 
9 {h -I- ih) — 9 (à) est négative; donc 9' (à) est négatif, c’est- 
à-dire encore de même signe que 9 (h). 

64 . — Cela posé, considérons une fonction /"(x), finie et 
continue, dont toutes les dérivées restent finies depuis la va- 
leur X de la variable jusqu’à la valeur x -t- /i peu différente. 
On pourra toujours écrire 


( 2 ) 


/•(x-t-à)=/'(x)+/’(x) j-+-r(-r) 


/i* 

Ï72 


1.2.5...(ii— 1) 


-4-n„. 


la lettre R, désignant une quantité définie par la rela- 
tion (2) elle-même, et à la(|uelle on donne le nom de reste. 11 
s’agit de faire voir que, dans les conditions indiquées ci-dessus, 
ce rosie peut être rendu aussi petit qu’on le voudra eu pre- 
nant un nombre de termes sulTisammcnt grand. 

Ce reste est une fonction de x et de h qu’on peut toujours 
mettre sous la forme 


(">) 


"'=1. 2.5:77, 


Pour des valeurs déterminées de x et de à, 11, a lui-même une 
valeur délermiuée, et d’ailleurs finie comme le montre sa va- 
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leur liréo de (2). Nous la supposerons il'ahord positive poui 
fixer les idées. 

Soient A et D deux nombres comprenant entre eux F (,r, h). 
Si dans la relation (2) on met à la place de F (x, h) un nom- 
bre plus petit A, l'éfialité (2) se changera en inégalité; el, en 
passant tous les termes dans le premier membre, on aura 


m 


f{x- 


-/()- 

■rw 


n^)- 

i.2.5 




h‘ 

|T2 


r (x) 

II" ■ 

1 .2.."). ..H 


>('. 


I.c premier membre de cette inégalité est une fonction de h 
fpii s’annnle avec h: en vertu du lemme démontré plus liant, 
il est donc de même signe que sa dérivée par rajiport à /i; el 
l’on a 


(b) 


/■' (X -t- h) - [/•' (X) + r (^) î + r H- 


-f-A 


h-‘ 

îXô...(n— 1) 


>0. 


I.e premier membre de celte inégalité est encore une fonc- 
tion de h qui s’annule avec h ; il est donc de même signe ipie 
sa dérivée par rapport à fi ; et l'on a 


(fi)i 


r (x4-fi)- 
-h .V 


rw+rw j- 

fi — 2 ’I 


1 .2.0. ..(;i 


Eu continuant ainsi, ou arrive, après n différentiations, à 
l’inégalité 

(7) (j- 4- _ A > 0. 

Supposons maintenant que dans la relation (2) on reni- 
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place F {x, h) par le nombre plus grand D, on aura l'iné- 
galité 

f + h) - [m + r (^) î -É- f" i^) O 

0:5 ® 1:2^ I < 

En raisonnant et opérant sur cette inégalité comme sur 
l’inégalité (4), on verra qu’après n différentiations par rap- 
port à h, on arrive à l'inégalité 

(9) f‘{x + h) — B<0. 

Il résulte des relations (7) et (9) que ["{x + h) est com- 
pris entre A et B, résultat qui subsistera encore si l'on prend 
pour A et B la plus petite et la plus grande valeur que puisse 
prendre f' (x + h) quand h varie de 0 à b. 

Mais si les relations (7) et (9) sont satisfaites, on voit aisé- 
ment qu’en vertu du lemme invoqué toutes les inégalités 
précédentes sont également satisfaites, et qu'on a en parti- 
culier les inégalités (4) et (8), ce qui suppose que A et B 
comprennent entre eux F (x, h). La fonction F (x, h) est donc 
comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de 
(^{x-hh); elle est par conséquent égale à l’une de ses va- 
leurs intermédiaires, et l’on peut poser 

(10) F (X, h) = f{x+ Oh), 

0 désignant un multiplicateur inconnu, mais compris 
entre 0 et 1 . 

Nous avons supposé R„ positif: s’il était négatif, les raison- 
nements demeureraient les mêmes, il n’y aurait de changé 
que le sens des inégalités ci-dessus écrites ; on parviendrait 
donc encore à la relation (10). Il en résulte (pi'on peut 
écrire 

f(x+h)=f(x)+r(x)\+r(^)-l^, 

+ + r (-r + I i-2 -nTT))’ 
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Celte formule peut encore s'écrire : 


( 1 1 bis) 


1 ^ 'V 

(Pf fp 

1.2.5“^ 


(Pf 

“^f/x’’r2 


•s. — Remarque. Cette formule donne la valeur de 
l’accroissement sy d'une fonction correspondant à l’accrois- 
sement ^x de la variable. Il suffit d’y remplacer h par AX, et 
de remarquer que f (x-h h) — f (x) devient alors 


/■(x -H Ax) — f (x) ou Aÿ. 

On a donc 

df d*f AX> (Pf AX* 

^y-dx^-^dx^-U2'^ic^-ï?ï:z-^ .... 


Si AX devient infiniment petit, il en est de même de ai/, 
et l’on peut écrire 


■'»=3ï*+é' 


dx' 

T2 


.ÎL 

f/x*‘ 


</x* 

1.2.5 


Ce n’est donc qu’en négligeant les infiniment petits du second 
ordre qu’on peut écrire 


dy = 


-•If 


dx 


(/x, ou dy—^llj^dx. 


Cette dernière relation n’est donc une identité qu’en appa- 
rence. 


'6«. — Reh.uiqi'es. I. Si, comme on l’a supposé, f(x) et 
tontes ses dérivées conservent une valeur finie de la valeur x 
à la valeur x -t- h, le reste R, tend vers /.éro à mesure qu’on 
prend un plus grand nombre de termes. Cela est évident 
pour /i<Cl, puisque h’ peut devenir plus petit que loulc 
(|iiaiililé donnée en |irenaiit ii suflisamment grand. Mais cela 


Digitized by Google 


Î)S l'RKMIERS fLÉMENTS RI! CAI-CEL INFIMTÉSINAL. 

esl vrai encore pour h quelcoiuiiie. Car soient p et p + 1 deux 
noml)rcs entiers comprenant h, la fraction 

/i" 

pourra s'écrire 

h’’ h h h h 
1 .‘2."). . . P ■ P + 1 'p -t- 2 ■ P + 5 ■ ■ ■ 71 ■ 

Or 

h h h h 

T. s- = ...X- 

p -t- 1 P -1- 2 /) 4- O U 

est moindre que 



et comme p i est plus Rrand que /i, la puissance ?7 — p de 

la fiaction peut être rendue aussi petite qu’on voudra 

en prenant n suffisamment grand. Le reste R, renferme donc 
un facteur qui tend vers zéro; donc il tend lui-même vers 
zéro, puisque par liypothcse, les autres facteurs sont finis 
II. Le lemme démontré au n° 6.'> est toujours vrai 
pour II très-petit; mais il peut subsister pour une valeur finie 
quelconque de/i, si, de 0 à h, la dérivée ç' (h) conserve son 
signe, et ipie f (h) continue .à croître en valeur absolue; car ce 
sont les seules conditions nécessaires pour que la dénion,«tra- 
tion du lemme demeure applicable. 

«». — En répétant les raisonnements du n“ fil, on dé- 
montre qu’on a 

{f{x—h) — f{j)— f (x) -+- r |.r) 

H'2) ,, , 
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formule qui ne diffère de la formule (li) (lu'en reque h a été 
l'Iiaiigé partout en — /i. 

Les formules (11) et (12) constituent la xérie de Taijlor. 
Elles sont applicables à toutes les fonctions dont les dérivées 
successives, ainsi que la fonction elle-même, conservent une 
valeur finie entre les limites j — h cl x -h h. 

SM. — Le reste R, de la série de Taylor est susceptible de 
plusieurs autres formes ; nous ferons connaître la suivante 
dont on a quelquefois besoin. 

L’accroissement h donné à x étant arbitraire, on peut le 
clioisir de manière que x-hh soit égal à une constante c, et 
qu’on ait x-l-/i = c, d'où (/x -+-<//i=0. Le reste 1(„, qui est 
généralement fonction de x cl de h, xlevient dans ce cas fonc- 
tion de X et de c — x, c’cst-à-ilirc qu’on peut le repré.senter 
par f (x) . On a donc 

(I ) / (j- -I- /() = /■ ((•) = / (j) -hf (j) y + / " (•*■) yô 

0.5 ^ i.2 .''.(«^) 

Différentions en faisant varier x cl h ; les lcrmes se rédui- 
ront deux à deux en vertu de la relation dx -i- dh = 0, et il 


restera 

II’-' 


0 = /" J) , 

d’où 


(2) 

5'w= 


Mais on a, par la formule de Taylor, bornée au premier 
terme, 

; (j' h) = ç (x) -t- 5.’ (.r -+- 0/1) li 

d'où 

ç (x) = 1 (c) — h s' (x -+- <>h) . 
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no 

Or, il résultfi (le la relation (l)que ç (j) s’annule ponr/i=0, 
on X = r ; on a donc 5 (c) = 0, et il reste 


(5) ç{x}=: — h'/{T + (ih). 

Dans la relation (2), changeons x en x4-0/i; comme h 
égale c — X, h se changera en r — x — O/i on en h — O/i, ou 
enfin en h (1 — 0), et il viendra 


<f' (x -+- O/i) = — f (x -h 0/1) 


/,-■ ( 1 _ 0)’-* 
1.2.5...(n— 1)’ 


et, en substituant cette valeur dans la relation (ô), 


(4) 


f (x) = — /■“ (x -I- 0 / 1 ) 


/('(l— 9)"-' 
1.2,5...(n — 1)' 


Telle est la seconde forme qu’on peut donner au reste R„ 
dans le développement de /"(x 4- /i). 

S’il s’agissait du développement de f(x — /i), on trouverait 
de même 


«». — Dans la série (H) on peut remplacer x par h et h 
par X et écrire 


f(i, + x}=f(h ) + r ('•) J + r (/') ^ + r w • 

Si alors on fait/( = 0, on obtient 

r’ r* 

-etc. 




/•(x)=/-(0)+r(0)f + r(0) c) y^- 


Celle formule est connue sous le nom i]c se'rie de Muchiuriii . 
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Elle sert à développer une fonction de x suivant les puissances 
croissantes de cette variable, fille suppose que les fonctions 
/ 1^)) f •••) soient des quantités finies. 

Nous en verrons bientôt les applications. 

Un peut donner au reste la forme (68) 


/■■(Ox) 


x" ( I — 0)"“' 

1 .2.5...(n — 1 )' 


8 3. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 


30 . — La série de Taylor peut être étendue au.v fonctions 
de deux variables. 

Étant donnée une fonction de deux variables /’(x.y), on y 
change x en x-t-/i, et y en ÿ + t, et l’on demande de déve- 
lopper/’(x -f- /i, y k) en série ordonnée suivant les puissances 
croissantes de h et de k. 

En considérant d'abord /'(x + /t,y + k) comme une fonction 
de X, c’est-à-dire en regardant y comme constant, on pourra 
appliquer la série de Taylor (6i, 1 1 bis), et écrire 

fix + h,ij + k) =f (x, y + k)-h ■ \ 

d'f{x,ij + k) b' (r-f{x,ti + k) /T‘ 

dx' '1.-2 dx' 'l.'2.5 ’ 

Si maintenant on considère comme des fonctions de y seul 
les expressions 

fir- + <<*/(x,y-t-fc) (Pf{x,y-^k) 

l(x,y + K}, , ..., 


on aura, en appliquant de nouveau la série de Taylor , 

dy' 




<iy 

d"/~(x,y) A-- 
dy^ 1 


Digitieed by Google 


62 


l-IlKMIKdS Êt.ÉMENTS llU CALCI L INFINITÉSIMAL. 

(Ifjx, Il + /'(•>:, i/> (l‘-f (-tS ;/ ) ^ ff/Él',}/) 

dx dx dxdy '1 dxdif 1.2 

f/y(.r, 1 / + k) ^ d‘l'{x, II) d'-f (j;, tj) k d'f(x,ij) 

dx dx' dx'dij ’i dx'dy' ‘1.2 

<ri(x,y + k) _ (rf{x,y) . d'f{x,y) k 
dx' d.v‘ dx'dy 1 


i'ubstiluanl dans la relation (1), et ordonnant, on obtient 


/ (A-'+iby+A) — /(■!'» î"^ 

(if b 

~^dx\^ 

+ 


'H JL 

(/y’1.2 
^ Wi 
dydx i 

f/j;M.2 


î'[ JJ 

df 1.2.3'^' 
(Pf ^ 
dy'dx 1.2 ^ ‘ 

dy dx’ 1 .2 ' 

(Il h' 
dx' 1.2.5”*” ‘ 


ou, en réduisant, dans chaque colonne, au meme dénomi- 
nateur. 


( 2 ) 


/ (x 4- /i , y -1- fc) - 


— /l’-f- 2 

1.2 Vdx’' 


!/) -t 

dV 


la- 


i‘) 


dx dy 


/lA-t- 




1 


^ "'dSiT’- 


Le terme général de ce développement est 

1 


1 .2.5...» 


iiiulliplié par 

,/> +"sî4'‘ 


-I) 


d"-'f 

—'h'-'k' 


1.2 ‘d.r"~'dy’ 


dy- . 
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On peut l’écrire symboliquement : 


1 




(IX ihj 


C5 


en entendant par celte notation qu'en développant la quantité 
entre parentliàses d’après la Tormule du binôme, les exposants 
()ui devraient affecter d/* seront remplacés par l’indice ;i, de 
telle sorte qu’on aura d’f dans chaque terme. 

*i . — On peut aussi étendre aux fonctions de deux variables 
la sériede Maclaiirin. Dans la relation (‘2), on changera d’abord 
jcn h et h enx, puis y en k el ken y \ enfin l’on fera h = üet 
A' = (l; on obtient ainsi : 





.irw 

I \dxj„ ^\dy 


l.‘2LV/r*yo ^ \dxdyJo 


xy- 


(?).“■]■ 


les expressions 



représentant ce que deviennent respectivement les quantités 


. df df d‘f dY d'f 
,lx' dy' dx'' dxdy' dy 

quand on y fait à la fois x=:0 et J/ = Ü. 

**. — Il est entendu que la série de Taylor ne peut être 
étendue ainsi aux fonctions de deux variables qu’à la condition 
que la fonction proposée et toutes ses dérivées partielles res- 
tent finies dans les limites entre lesquelles on fait varier 
X et y. 

ha série de Maclaurin,élant un corollaire de celle de Taylor, 
est soumise aux mêmes restrictions. 
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VI. — APPLICATIONS ANALYTKJUES 

g I. — EXEMPLES DE DÉVELOPPEMENTS DE FONCTIDNS EN SÉRIES 


ïs. — Développement de e‘el de c~^. Les dérivées succès 
sivcs (le e’ sont toutes égales à e’ (52) ; et, pour J = 0, elle. 
SC réduisent toutes à l’unité. En appliquant la formule de 
Maclaurin (69), on a donc 


, . X x‘ X’ 

— 1 + r + - + . . . -I- , , _ ■ 

I 1.2 1.2.0 1.2.0...U 




On a vu (65) que 

x" 

1 .2.3. ../I 

tend vers zéro à mesure que n augmente; d’ailleurs, e'*^ reste 
fini ; donc, le reste tend vers zéro, et la série peut toujours 
être employée. 

» 4 . — Si l’on a à développer e~^, on remarquera que les 
dérivées successives de cette fonction sont alternativement 
— e~^ et (52) ; cl, pourx=0, elles se réduisent alter- 
nativement à — i cl à +1. D’ailleurs, la fonction proposée se 
réduit elle-même à -H 1 ; on a donc dans ce cas 


e-"=l — 


X 

ï 


X* x' 

ÏT2 r2T3 


1 .2.3...JI 


e-o-' , 


cl l’on verrait comme ci-de.ssus que le reste tend vers zéro. 

9s. — Développement de .siii x et de cos x. Les dérivées suc- 
cessives de sin x se reproduisent périodiquement dans l’or- 
dre (52). 


+ C 0 SX, — sinx, — cosx, -4-sinx, ..., 
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et, pour x = 0, elles preiinenl périodiquement les valeurs 
-H I, t), — 1,0, etc. 

D'ailleurs, la Fonction proposée elle-mcine se réduit à zéro, 
bln appliquant la Formule dcMaclaurin, on trouve donc 


X 

sm J =Y 


X* , X* 

ÎTÏ3'^1.'2.3.4.F> 


1.2.5...U 


r(ox). 


Or jTT= — zéro, et /'" (Ox) a pour valeur abso- 
lue cos Ox, Il étant supposé impair ; le reste tend donc vers 
zéro . 


»o. — Si l'on a à développer cos x, on remarque que ses 
dérivées successives se reprodui.scnt périodiquement dans l’or- 
dre (52) 

— sinx, — cosx, -f-sinx, -f-cosx, ...^ 
ce qui donne périodiquement pour *=ü 
0,-1, 0. + 1 

D’ailleurs, la Fonction proposée se réduit elle-même à -t- I. 
On a donc dans ce cas 

J'* J*' x" - 

COSX= I -f— ; -t- , , . ■ ... ± ■ ■■ ; _ COS Ox, 

1.2 1.2.0. i 1.2.0...» 

si l'on suppose ii |)air. Le reste tend donc encore vers zéro. 

77. — Dévelopiiemi’iil île Imj' (l -f-x) et de loif (I — x). 

Soit d’aboi'd 


/'(x)=los'(l -f-x), 
on trouvera successivement 

f" {x) = — 1 . ( 1 -t- X / ", 
f"[x) = — 1. 2.0(1 -t-xr‘, 


/■" (X)=± 1.2. ")...(» — I)(l -f-x)^’; 

0 
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et, pour x=0, 

f (0) = log'l=0, 

r(0)=+i, 

r (0)=-u 

/•"'(O) = +1.2, 
f" (0) = — 1.2.5, 


XjSi formule de Maclaurin donnera donc 

1 1 . 1.2 , 1.2.3 I , 

)og'(l+i)=0+ 1 1 .‘2.5.4^ ■ 


1.2. 5.. .(il — l)ii 


ou 


+ -(l+0x)- 

II 


n)iog'(i+^)=f-| + |-ï^ 

Or, le reste peut s’écrire 

±-(— Y 

n \1 +0x/ 


et l'on voit qu’il tendra vers zéro si ^ - est égal à l’unité 

ou plus petit que l’unité, ce qui exige que x soit égal ou infé- 
rieur à l’unité. 

ï8. — Soit maintenant 

/•(x) = log'(l— x); 


on trouvera 

r (x)=-(t-x)-‘, 
r (x)=-i.(i-x)-‘, 
/•"'(X) = — 1.2(1— x)-*, 
f" (x) = — l. 2.5(1 — x)-‘; 


Digilized by Google 


I 


APPLICATIONS ANALYTIQUES. 67 

cl ainsi de suite. Et pour x=0, 

f (0)=0, 
f (0) = -l, 

r (0)=-i. 

r ({))=-{.% 

/-'•(0) = - 1.2.3, 


Ün aura donc dans ce cas, en employant la seconde forme 
du reste (68), 


( 2 ) 


log'(l-x) = -î- 





0 )". 


Le reste peut s’écrire 

X" / I — 0 Y 
Il — I \i — Ox/ 


La quantité entre crochets étant plus petite que l’unité, puis- 
que x e.st supposé moindre que I, et x" pouvant devenir aussi 
petit que l’on voudra, on voit que le reste tend vers zéro à 
mesure que n augmente. 

19. — On déduit des deux formules précédentes (1) et (2) 
la formule qui sert à calculer les logarithmes. Si l’on suppose 
x<i, on peut les appliquer toutes doux, sans tenir compte 
des restes ; et, en retranchant ces formules membre à membre, 
on obtient 


, ,/l-t-x\ n X r' x‘ 1 

'«s'(Trrî)=2 r"5-^5 + "J 


On pose alors 


'iii 


1 ' 
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d’où 

I “H X U “1“ I 

1 — X II ' 

et l'on a 

i I i l 

Or, le premier membre revient à log' {ii — I) — log'ii; 
c’est donc la difl'érence tabulaire entre les logarithmes des 
nombres conséculirs n et iH- 1 . 

Cela |)osé, on fora d’abord n=ldans la formule (3), qui 
donnera ainsi log' '2. On fera ensuite ii = '2 dans la même 
lormule, (|ui donnera la différence entre log' 3 et log* '2, et par 
suilelog'3. Knfaisant successivement n = 3, ii= f,/i=3, 
on obtiendra de même les logarithmes des nombres 4, 3, f), 
cl l’on pourra construire ainsi une table des logarithmes né- 
périens. .Mais il est clair qu’on n’emploie la formule (3) que 
pour les logarithmes des nombres premiers ; les logarithmes 
des autres nombres s'obtiennent en faisant la sommedes loga- 
rithmes de leurs facteurs. 

La formule (3) est très convergente. Les huit premiers 
termes donnent log' ‘2, à moins d’un cent-niillième. Quand on 
a atteint le nombre 1000, le premier terme de la série devient 
suffisant. 

Ayant construit une table des logarithmes né|iériens, il 
suffit de les inntli|)lier tous par une inùnie quantité pour ob- 
tenir les logarithmes des mêmes nombres dans un systênie 
(pielcompie. Si, jiar exemple, il s’agit des logarithmes vul- 
gaires dont la base est 10, on a, en désignant par r le loga- 
rithme vulgaire d’un nombre et par ii son logaritlimc népé- 
rien, 

10' =e', 

il'où 

rlog' 10 = K 


(3) 1««' 
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(5U 


cl 

I,c nombre constant par lequel il faut multiplier les loga- 
rithmes népériens pour obtenir tics logarithmes vulgaires est 
donc dans ce cas 

1 

lüg'lO 

ou 

\ 

t>,5U‘25«ûl 

ou enfin 

0,45 «9 i5. 

Ce mulli|)licateur fixe porte le nom de module du système dont 
la base est 10. 

«O. — Développement de (a b)”;)tiur m (ptcleonque. Les 
nombres fl et ft étant généralement inégaux, soit a b. On 
posera b = ax, d’où (a-t-6)" = rt“(l -t-x") ; et la question 
est ramenée à développer (l-t-x)”, x étant moindre que 
l’unité. 

Soit donc 

f (x)= (l-|-x)’“, 

d’où f (x) = m(i 

f"{x) = m(m— 1) (l-t-x)"-*, 
f’"(x)=m{m — 1) {m^2) (I -t-X)'"'’‘. 


On trouvera successivement 

r (0)=i, 

d où 

/■' (0) = m, 
r (ü)=m(m-l), 

/■'"(O) — m(m— l)(m — 2). 
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enfin 


f’(x) = m(m — — M -1-1) (I -I- x)""”. 

Par conséquent, la formule de Maclaurin donnera 

,, , m m(m — 1) , 

(1 -f-X) . — 1 “H X H M X 


1.2 

m{m — 1 ) (m — 2) 
1.2.5 


x*-t- ... 


wi(m-l)..^.(m-n + l) ^,^^^,,^. 


C’est la formule connue du binôme, étendue au cas de m 
quelconi]ue, et complétée par le reste 


1 . 2 . ..« 


11 faut montrer que ce reste tend vers zéro à mesure que ii 
augmente. La remarque du n“ 65 n'est plus applicable à ce 
cas, attendu que dans f" (x) le coefficient 


m (m— l)...(m — n -t- 1) 


croît indéfiniment en valeur absolue. Mais on peut prendre 
le tour de démonstration suivant. Regardons d'abord m 
comme positif. 

Supposons que nous prenions un terme de plus dans le dé- 
Aeloppemcnt, et soit R,+, le nouveau reste, on aura 


lUi = 


m (m — l)...(m — n -f- 1 ) (m — n) 
1.2... u.(n -i-l) 


x'-'-' ( 1 -t-ex)” 


En comparant ces deux restes consécutifs, on reconnaît 
aisément que l’on a 


R...= R» 


m — n X 
n -H 1 ■ 1 0x‘ 


Digilized by Google 


71 


APPIJCVTIONS ANALYTIQUES. 

Si l’on suppose qu'on ait poussé le développement assez 
loin pour que n soit plus grand que m, on aura, en valeur 
absolue, 




J» — m X 
n + l ■ 1 -H 6x ' 


d'où, en remarquant que n — m est moindre que n + 1 , 


et à fortiori 

Si R»,-», R,+, représentent de même les restes 

successifs qu'on obtiendrait en prenant 2, 5,...p termes de 
plus, on trouverait de même 

Rn-,-1 R«-t-i • ^ , 

R»+s ^ Rii-,-1* ^ , 


Rii-*-p R(i-f-^— 1 * *^1 

d’où, en multipliant toutes ces inégalités membre à membre, 
et simplifiant, 

R.-k,< R, 


Or, X étant moindre que 1 par hypothèse, on peut toujours 
prendre p assez grand pour que x' soit moindre que toute 
quantité donnée. D'ailleurs R, est une quantité déterminée et 
fixe; donc enfin R,^,, peut être rendu lui-méme plus petit 
que toute quantité assignable. 


Si m est négatif mais moindre que 1, la fraction 


n — ni 

■jT+T ’ 


i|u’on peut alors écrire, en mettant le signe de m en évidence, 
” , est encore une quantité plus petite que l’unité; ainsi 

le raisonnement qui précède subsiste. 
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Si m est négatif et plus grand que 1, on peut toujours 
prendre n assez grand pour que le multiplicateur de Ii„, c'est- 

à-dire " . r — — 1 soit plus petit qu’unefraction détermi- 

née k, comprise entre x et l'unité. Car ce multiplicateur est 

moindre que ” ~^ -^ .x; et si l’on satisfait à l’inégalité 
‘ « -t- 1 


(J) 


m 


11 -I- 1 

on satisfera à fortiori à l’inégalité 
Il -h m X 


x<k, 


m 


■ Ox 


<k. 


»i -I- 1 i 
Or la relation (1) donne 

nx -+- mx •< kii -F- h . 

Si mx e.«t moindre que k, cette inégalité estsali.sfaile, quelque 
soit », puisque x est moindre que k. Si mx est su|)éricur à k, 
on tire de cette relation 


n> 


mx — k 
k — x ’ 


inégalité à laquelle il est toujours possible de satisfaire. 

Dès lors on aura 

Dn+i <C Dti ■ k , 

et l'on on déduira comme plus haut 

et, comme k est moindre que 1, on pourra toujours prendre p 
assez grand pour que R, soit aussi petit que l'on voudra, 
donc le reste tend vers zéro, puisque k’’ peut devenir aussi 
petit que l’on voudra. 

Soit, en .second lieu, à développer {a— h)”; on |to.sera 




Dic;i . JbyG('. ^' 


I 
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coinmc plus haut h=ux; cl la question sera ramenée à dé- 
velopper (1 — x)“. Eu o|)éraul coniuie ei-dessus, on trouvera 


,, , *n m(m — 1) , 

( 1 — X)-» = 1 — X -1 


m (m — I) (wi — 2) 

nT5 ■ 


±H.. 


C’est eneore la formule du hinôme, eomplélée par le reste H,. 
Si l’on adopte la seconde forme du reste (C8), on a 


-„r. 


D’après la loi de formation de ec reste, on trouve aisément 



ou, en valeur absolue, dès que ii est plus ftrand que m. 



Si m est positif, la quantité ” est une fraction; il en 

est de même d’ailleurs de la (juantité entre crochets ; oii a 
donc 

D,+t<H„.x, 


et l’on en déduira comme plus haut, 

d’où il résulte (jue le reste tend vers zéro, puisipie, x étant 
une fraction, x’’ ])cut être rendu aussi ]>ctit qu’on voudra. 

Si m est négatif, le nudtiplicatenr de D, devient 
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on a donc 


Rn • 

(Ir, si k c.st une f'raclion comprise entre x et runité, et 
(jii’on pose 

«-t-m -, .. ^ mx 

—.x<ik, on en tire n> 


k—x' 


relation à laquelle on peut toujours satisfaire. On peut donc 
écrire 

d’où, comme ci-dessus. 

Donc le reste tend vers zéro, puisque k” peut devenir aussi 
petit que l’on voudra. 


s 2. — VERITABLE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT L’UNE 
DES FORMES l,. OXn 


8t. — Soit une expression fractionnaire, dont les deux 

termes s’annulent pour une valeur particulière a de la va- 
riable X; on aura 

? (a) = 0, (fl) = ü; 

et l’expression se présentera sous la forme J. Pour en trou- 
ver la vraie valeur, on commence par remplacer d’abord j: 
par O -!-/•, h étant une quantité que l’on fera ensuite tendre 
vers zéro; le résidât définitif sera le même que si l’on eût fait 
immédiatement x=«; mais la forme indéicrminée aura dis- 
paru. On aura, en effel, 

9 ) 

-h/l)’ 
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ou 

? («) 4- ç' (a) 5 + ?"(«) f («) f^5 + - 
<;-(«) 4- <!-'(«) O -1^:5+ •■•• 

Supprimant ç (fl) et i}< (fl), qui sont nuis par hypothèse, et divi- 
sant les deux termes de l’expression par h, on obtient 

<f (fl) -f-ç (fl) ï~2 +? (“) J723 ••• 

V + 'î^' («) TYs 

Faisant tendre maintenant h vers zéro, il ne reste que 
le premier ternie de chaque développement, et il vient en 
définitive 

?' («) 

(«) ’ 


c’est-à-dire que lorsqu’une expression fractionnaire prend la 
forme J pour une valeur particulière a de la variable, il suffit, 
pour obtenir la vraie valeur de cette expression, de remplacer 
chacun des deux termes par sa dérivée, et de faire ensuite 
X =a. 

Ce qui précède suppose uniquement qu’on puisse appliquer 
à chacun des deux termes la formule de Taylor (G4), c’est-à- 
dire que les fonctions ^ (x) et (x) soient continues depuis la 
valeur x—a jusqu’à une valeur très-voisine x = a -h b. 

Si les dérivées y' (x) et èf (x) s’annulaient toutes deux pour 
x = fl, il faudrait appliquer la règle précédente à l’expres- 

sion ^, , -, c’est-à-dire remplacer chacun des deux termes 
<j,'(x)’ 

par sa dérivée, et faire ensuite x = a, ce qui donnerait 
9" («) 


’(«)■ 


On continuerait généralement ainsi à remplacer les 
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deux termes de l'expression obtenue par leurs dérivées, jus- 
qu’à ce qu’on obtienne deux termes qui ne s'annulent pas à 
la fois. 

Exemple. L’expression ^ — — prend la forme \ quand 

on y fait jc = 0. Remplaçons les deux termes par leurs déri- 
1 COS X 

vées, nous aurons — ^ . Les deux termes de cette se- 

sm X 

conde expression s’annulent encore pour 1 = 0; remplaçons- 
Ics par leurs dérivées, nous obtiendrons , expression 

qui, pour J = b, se réduit à c’est-à-dire à scro. Telle est 

donc la vraie valeur de l’expression proposée. 

Ht. — On ramène à la règle précédente les expressions qui 

(x) 


prennent la forme ~. Soit, en effet, une expression ^ 


i (-r) 


qui, pour x=a, prenne la forme On pourra l’écrire 

T— I 

I ^ (x) J 

: • I ^ ; désignons par M‘ (x) et <1> (x) ses deux termes. Puis- 
que l’on a (o) = x et ç («) = sc , il en résulte 


1 


==0 


et 


I 


= 0 , 


ou 


^ («) ç (rt) 

H'((i) — 0, .l>(n) = 0. 


La question revient donc à clierclier la vraie valeur d’une 
expression 


■l(-r) 

.|.(x)' 
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dont les deux termes s’annulent pour x‘=«. Cette valeur sera 
donc 

•1>' (a)’ 

Exemple. Soit l’expression 

(l-x)-' 

-X ’ 

qui pourx= l prend la forme on pourra la mettre sous 
la forme 



1 — X 


qui pourx=l prend la forme 

Uem|)lai;ant les deux termes de celle-ci par leurs dérivées, 
on obtient 


1 



r 1 ’ 


quantité qui pour x= I prend la valeur telle c»t la vraie 
valeur de l'expression proposée. 

8S. — On ramène encore à la même règle les expressions 
qui prennent la forme Ox oc. Soit en elTet une expression 
ç(x).’}(x), telle que ç,((()=ü et '}(n)=:ao. On pourra 
l’écrire 

çÇr) ç(x) 

_i_ <r(x)’ 

-Hx) 
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en représentant par (x) l’inverse de ^(x). Or, puisque 
i 




’ («) 


:0, c’est-à-dire q'(a)=0. La vraie valeur 


de l'expression est donc 

^ ’I (x) '1 (o) 

Exemple. Soit l’expression x.log + pour 

x= oc, prend la forme oo xO. On l’écrira d'abord 




i 

X 


ou 


logd -4 -k) 


en faisant - = h. Pour x= oo, il vient m = 0; il faut donc 

X 

chercher ce que devient pour « = 0. Les deux 

termes devenant nuis en même temps, on les remplacera par 

l0££ 

leurs dérivées, et l’on aura ^ 1'*^ P°“*" « = 0 

ou x= 00 , se réduit .à loge ; telle est donc la vraie valeur de 
l’expression proposée. 


I 3. - MAXIM* ET MINIMA DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE 

S4. — Une fonction f (x) est croissante ou décroissante à 
partir d'une valeur déterminée de \ selon (pie sa dérivée est 
positive ou néijative. On a, en effet, par la formule de Taylor, 
bornée au premier terme (Ci), 

/"(x 4- à) = /" (x) -f- h f (x -t- Oh) ; 

par conséquent, f{x -f h) sera plus grand que /“(x), fi f’fxf 
conserve une valeur positive de x à x -h à ; et dans ce cas, la 


Digilized by Google 



APPLIUTIONS ANALYTIQIKS. 79 

fonction f{x) sera croissante. Au contraire, f{x-hh) sera 
moindre que f{x) si f {x) est négalifde x à x + ; et dans ce 
cas, la fonction f{x) sera décroissante. 

gs. — Il peut arriver qu’une fonction f{x) soit croissante 
dcx = o — hk x = a,puis décroissante de x=o à x=a-hh, 
h étant une quantité très-petite. On dit alors que f(a) est un 
maximum. 

Il peut arriver, au contraire, que la fonction soit décrois- 
sante de x=a — h à x = a , puis croissante de x = o à 
x=a-hh. On dit alors que f(a) est un minimum. 

Dans le premier cas, f (x) passe du positif au négatif quand 
X atteint la valeur a; dans le second cas, f (x) pa.sse, au con- 
traire, du négatif au positif. — La fonction f (x) ne peut 
ainsi changer de signe sans passer par 0 ou par oc. La condi- 
tion nécessaire pour quex=a corresponde à un maximum ou 
à un minimum de f{x) est donc que, pour x = a, la dérivée 
f (x) devienne nulle ou infinie. Nous examinerons successive- 
ment ces deux cas. 

ge. — Supposons d’abord que la fonction f(x) cl toutes ses 
dérivées restent finies dex=a — h à x — a -i-h. Remplaçons 
X par ces deux valeurs, développons f{a — h et f{a-t-h) par 
la formule de Taylor ; en faisant passer f {a) dans le premier 
membre, nous obtiendrons 

f(a-h)-f(a)=-r(ar!\ 

/■(„ 4 - J + ^ 

Pour que f{a) soit un maximum ou un minimum, il faulqiic 
les deux différences /■(« — h) — f(n) clf(a-{- h) — /■(«) soient 


( 1 ) 

( 2 ) 
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de même signe. Or on démontre en algèbre (voy. Y Appendice) 
tfue lorsqu’un polynôme est ordonné par rapport aux puissan- 
ces croissantes d’une variable h, on peut toujoure prendre celte 
variable assez petite pour que le premier terme du polynôme 
donne son signe à tout le développement. Pour que les seconds 
membres des relations! 1) et (2) soient de même signe, il faut 
donc que les termes — f («) . h et + f (a) l».,qui sont de signe 
contraire, disparaissent; ce qui exige qu’on ait 

(5) /■'(«) =0. 

Les valeurs de a; qui rendent /'(j) maximum ou minimum 
sont donc comprises parmi les racines de l'équation (3). 

Supposons celte condition remplie ; les seconds membre 
des deux relations (1) et (2) auront le meme premier terme 
II' 

f"{(t) ils seront donc de même signe; et ce signe sera 

celui de /’"(//), puisque h' est positif. Si f" {a) est positif, il 
en sera de même des premiers membres dc(l) et (2) ; on aura 
donc à la fois 

fi(i)<f{ti — h) et /■((()< /■(«-!- Il) ; 

ainsi f{(i) sera un minimum. Si f" {a) est négatif, il en sera de 
même des premiers membres de ( 1 ) et (2) ; on aura donc à la 
fois 

f(f‘) > f{<< — 1>) ‘'t /■(«) > /■(" + 1‘) : 

ainsi f{a) sera un maximum. La valeur a; = «, (pii annule f (a’), 
correspondra donc à un ininimuui ou à un inaxiimiin, suivant 
que /■"(«) sera [lositif ou lu-galif. 

NI. — Mais il pourrait arriver (pie /"''(« ) fût nul. Les seconds 
membres des relations (1) et (2), ayant alors pour premier 

terme runc — /'"'(-i’) ^ , et l’autre -t- f" (a") j .. ,ipiisont 

de signe contraire, les premiers membres .seraient de signe 
contraire, et il ivy aurait ni max muin ni ininiinum. Pour 


Digitized by Google 



M'I'UCATIONS ANALYTIOIES. 


qu’il y nit l'iin ou l'aulrc, il faut dune que ces lermes dispa- 
raissent, ce qui cxifjc qu’on ail f"' («) =0. Et dans ce cas les 
premiers membres des relations (1) et (‘2) seront tous deux 
positifs ou tous deux négatifs, c’est-à-dire (pi’on aura un mini- 
mum ou un maximum, suivant (|ue f” (a) sera positif ou né- 
gatif. 

On pourrait supposer aussi f" («)=;() et passer aux dérivées 
suivantes ; on verrait ainsi ipie, pour (pi il ij ail minimum ou 
maximum, il faut (pie la première (((‘rivée (pii ue s'auiiule pas 
pour x=a soit d’ordre pair; et que, dans ce cas, ou aura un 
minimum ou un maximum selon que cette dérivée sera positive 
ou uéijative pour x = a. 

On voit donc quelle est la marche à .suivre pour trouver les 
inaxima et minima d'une fonction d’une variable : égaler sa 
première dérivée à zéro ; tirer les racines de réqnalion ainsi 
posée ; substituer chacune de ces racines dans les dérivées 
successives de la fonction ; si la première dérivée qui ne s’an- 
nule pas par cette substitution est d’ordre impair, il n’y a ni 
maximum ni minimum ; si elle est d'ordre pair, on a un mi- 
nimum ou un maximum selon qu’elle |>rend le signe -|- ou le 
signe — . 

— Exeuijdes. I. Soit 

f (x) = x’’ — i X* -t- (i x’’ — 4 x’ -H X. 

On aura d’abord 

f (x)= 5x‘ — IGx*-)- 18x’ — <Sx-t-l, 

f"{x)=z ‘2()x'— 48x’-+-r)(ix —S 
f”'[x)= ()0.c* — f)0.c -f-ôl), 
f" (x)=120x — !)0, 
f (x)=l20. 

1 

1,’équation/’ (x) =0a une racine simplex=fr et une racine 

«J 

tri pie x= I . Si l’on substitue x = g dansla seconde dérivée, elle 
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prend la valeur — 2,6 ; il en résulte que ^ corresjtond à 
un maximum. 

La racine annule les dérivées f" (x), f" (x) et donne 
f" {x) = + 'l't ; il en résulte ijuex=l correspond à un mini- 
mum. 

N». — II. Parlager le nombre a en deux paiiies telles (jiie 
le produit de la puissance p de la premih e par la puissance (| 
de la seconde soit un maximum (p et ([ étant deux nombres 
entiers}. 

Tiii aura ici f{x)=x’‘ {a — x)'’, en désignant parx la pre- 
mière partie. En égalant à zéro la dérivée de cette fonction, on 
trouve 


p.r’’-* {a — .t)’ — qx’la — x)'“' = 0 


ou 

(a — x)’“‘ . 1 p (<» — X) — 7 X 1 = 0 . 

Celte équation admet trois racines : 

x = 0, x = a et x = — ~ a. 

p + q 

Les deux premières ne répondent pas à la question; il faut 
donc considérer la troisième. 

On trouve 

f (x)=| p[a—.t)—qx\ . — — (p-t- 7 l.r'’-'(n-x)«-‘. 

Si l’on met pour x la valeur le i)rcmicr terme ilispa- 

raîl, et le second prend une valeur négative ; la valeur sub- 
stituée correspond donc à an maximum. 


JligiU^ed by Google 



Ali’UC.UloNS ANAI.VTK.U KS. 


85 


lie 




üii (léiliiit a — X- 




(l’où 


X 


rt — X 



c’esl-à-iliri’ (|uo les deux pnrlies du nomlire a iloivenl être 
proporlionnelles aux exposants p et q. üiianl au maximum 
elierclié, il a pour valeur 

II’’ . q’’ 

(/' + (ir" 

oo. — 111. Inscrire diiiis une eUii»se nn rectanijle dont la 
surface soit nn maximum. — Les niédiaucs du reelauf;lc in- 
scrit partageant chacune en deux parties égales deux cordes 
parallèles à l'autre, l’orment un système de diamètres con- 
jugués rectangulaire ; ce sont donc les axes de la courbe. Si 
X et IJ sont les coordonnées de run des sommets du rectan- 
gle, ra|)portées à ces axes, la surlacc du rectangle est exprimée 
par 4xy, ou, en mettant pour y sa valeur, 

4- x\ «’ — 
a ' 

La ronction à rendre maximum est donexyrt'' — x', ou, ce 
(pii revient au même, yu'x’ — x‘. On peut donc posci 


f (x) = fl*x* — x‘. 

La dérivée égalée à zéro conduit ,à l’équation 

2«’x — 4x' = ü , 
ou 

X (rt‘ — 2x’) =0. 


Digiiized by Google 


81 


PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 

Cette équation a trois racines; 

x = 0, et x = ±~^. 

\2 

La première ne répond pas à la question. Si l’on substitue 
l’un des deu\ autres dans la seconde dérivée 


2fl’ — i2x*, 

on obtient — 4flS quantité négative. Les valeurs 


x = ± 


v/2 


correspondent donc à un maximum. Elles ne forment d’ailleurs 
qu’une seule et meme solution, attendu que si x et y sont les 
coordonnées d’un des sommets du rectangle, — x et — y sont 
les coordonnées du sommet opposé. 

Pe 


x = 


V2 


d’où 


on déduit y — 


X U ' 


Ou obtient donc un des sommets du rectangle demandé en 
cherchant l’intersection de l’ellipse avec la droite 



(|ui n’est autre que la diagonale du rectangle construit sur les 
deux demi-axes. 

Si l’ellipse devient un cercle, le rectangle inscrit maximum 
devient un carré. 

»!.— IV. Ëlanl donné le volume d'un cylindre, déter- 
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miner ses dimensions de manière que sa surface soit un 
/ninimum. On a à résoudre ce problème loules les fois que 
l’on veut construire un vase cylindrique d’une capacité donnée 
et employer le moins de matière possible. Mais il faut distin- 
guer deux cas. 

Le vase peut être ouvert à la partie supérieure. Soit alors ij 
sa hauteur et x le rayon de sa base; si V est la capacité 
donnée, on aura 

T.x'y=y, 

nous représenterons V parza’ pour la commodité de l’écriture. 
Nous aurons ainsi 

(1) x'y = a\ 

La surface du cylindre sera exprimée par 
zx* -t- 2-xÿ , 

ou, en mettant pour y sa valeur tirée de la relation (1), 


La quantité à rendre minimum est donc 


/■(x)=x’-t- 


X 


En égalant en zéro sa dérivée, on forme l'équation 
2o’ 

2x r = 0, d’où l’on tire x’ = o’, ou x = a. 

X 

Par suite l’équation (1) donne aussi y = a. C’est-à-dire qu’on 
obtient le mintmum de surface en faisant le rayon de la base 
éyal à la hauteur. Ce minimum de surface est 

za’ -I- 2za* ou 3za*, 
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' / '■ - 

ou, en remarquant que a=V/-, 




ou enlin, 5 


i n’ 


C’est bien un minimum, car on a f" (a") = 2 -I- , quan- 

tité positive pourx = n. 

Le vase peut être fermé à la partie supérieure. En conser- 
vant les mêmes notations, la relation (1) subsiste encore ; 
mais la surface est exprimée par 

"Iza^ 

2-x’ -h 2rx», ou 2-x’h , 

X 

et la quantité à rendre minimum est alors 
/■ (x) =; X 

La dérivée égalée à zéro donne l’équation 




2x- 


.r» » 


d’où x’ : 


a’ 
■ ‘T 


si l’on met dans (1) 2x' à la place de on obtient i/ = 2x. 
C’est-à-dire que dans ce cas on obtient le minimum de surface 
en faisant la hauteur é(jale au diamètre de la base. Le mini- 
mum a pour valeur 


2rx* -H lirx’, ou G-x’, 


ou 


Czd» 


ou encore 6 


\/î- 


Ou reconnaîtrait comme ci-dessus que c’est bien un mi- 
nimum. 
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»*. — Nous avons dil f|iic f (x) peut clianffcr tic signe 
en passant par la valeur it’Vo ou par la valeur infime; nous 
avons examine le |ireinicr cas; il nous reste à parler du 
second. 

Concevons donc que pour x = (i^ f {x) devienne inlini, la 
l'onction fix) restant d’ailleurs (inic. Si, de ,c = fl — h .i 
x = a, f (x) est positif, et ipi’il devienne négatif de x — u à 
x = a II, fin) sera un inavimum; car la fonction f {x) 
croitra de <i — h à a, et ilécroilra de a à a -h h. 

Si, de x=ii — Il à x = ii, f {x) est négatif, et ipi’il de- 
vienne positif lie x—ii à x=n-l-/i, f{ii) sera un minimum , 
car f(x) décroîtra de a — h à ii, et croîtra di; ii à n -f- h. 

Suit, par exemple, la fonction 

/■(x)= I +',x\ 

ou trouve 

-i I 

/'(X|=X > = J-. 

yX 

l'ourx=tl, celte dérivée devient infinie. D’ailleurs elle est 
négative ou positive en même temps que x; de x = — h à 
x=-|- Il clic passe donc du négatif au positif; donc /"(O) ou 
1 est un minimum. 

C’est surtout dans la discussion des courbes (juc l'on ren- 
contre des e.xemples de maxima ou de minima donnés par 
/■' («) = >0 . 

» 4. — MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 

93. — On dit qu’une fonction /'(x, ij) de deux variables 
indépendantes est maximum pour x = n et y = b, lorsque la 
quantité f (fl + li,b + k) est moindre que f (fl, b), les quan- 
tités Il et A' étant des accroi.sscments positifs ou négatifs aussi 
petits que l’on voudra. On dit que la fonction f (x, ij) est mi- 
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nimiim pour x = a, y — b, lorsque, pour les mêmes accrois- 
senienls h cl A, la <|uanlilé /"(n -f- h, b-hk) est plus jiraude 
que f {a, b). 

Posons k = ih, e élatil le rapport algéhriquc, d'ailleurs 
arbitraire, que l’on élablil entre k cl b. Développons 
f{x + b, Il -h ib) par la formule de Taylor (70); nous aurons, 
en passant f{x, y) dans le premier membre. 


(I) 


f{x+b, ii+ib) — f(x, y) =y 


i.A' 


’U 

ilx- 


llx (II) 



relation dans laquelle nous supposerons que x et y aient les 
valeurs a cl b. 

Pour que la dilfércnce f(x-h b, y -t- k) — f(x, y) conserve 
son signe, quels que soient les signes des aceroissemenis b 
et k, il faut ipie le second membre de ( 1 ) conserve son signe, 
ijnel (|iie soit le signe de /i. Or, ce développement étant or- 
donné par rapport aux puissances croissantes de b, on peut 
toujours supposer b assez petit pour que le premier terme 
donne son signe à tout le développement; il faut donc que le 
terme affecté de la première puissance de b disparaisse et 
i|u’on ait 

-‘-^^ = 0. 

(Ix ‘ (/y 


Mais cette condition doit être remplie quel que soit le rap- 
port s; il faut donc que l'on ait séparément 




•1 

(ix 


= 0 , 


et 



ce sont les conditions communes au maximum et au mini- 
mum. Les valeurs x=a et y=ft devront satisfaire à ces deux 
équations ; elles seront donc comprises parmi les systèmes 
de valeurs (|u’admcltcnt ces deux équations. 
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«I. — Supposons les conditions (*2) remplies; le système 
x = a, tj = b pourra répondre à un maximum ou à un mini- 
mum. Pour que ce soit un maximum, il faut que la dilTé- 
rence qui forme le premier membre de la relation (1) soit 
néj'alive; or, le second membre commence alors par le terme 
en /i’ qui donnera son signe à tout le développement si h est 
suflisamment petit; il faut donc que ce terme en /i* soit né- 
gatif, et (pi’on ait par conséM|uent, quel que soit s, 




•i‘f , O. '/y 

f/x’ ilxthj 



quand on mettra pour x et pour y les valeurs a et b données 
par les équations (2). Soient A, B, C les valeurs que prennent 
dans ce cas les quantités 


'IX 'XL '!X 

ilx- ’ ilx (II) ’ (lif 

On devra avoir, quel que soit î, 

(i) A-+-2 I;£-hCï*<0. 

D’après les propriétés des trinômes du second degré, cette 
condition exige qu’on ait à la fois 


(5) C<ü, et B’-AC<0; 

la seconde relation est nécessaire pour que le trinôme con- 
serve son signe, quelque soit s, et la première est nécessaire 
pour que ce signe soit négatif. Si les relations (5) sont satis- 
faites, le système x = fl, y —b correspondra à un maximum. 

Un verrait de la même manière que, pour que ce système 
corresponde à un minimum, il faut et il siiftit que l’on ait à la 
fois 


(C) C>0, avec B* — AC<0, 

»3. — Exemple. Soit proposé d’inscrire dans une sphère 
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(le rayon R un parallck'pipède rectangle dont le volume soit 
un maximum. Rapportons la sphère à trois axes parallèles 
aux arêtes du parallélépipède; et soient j, ij, z les coordon- 
nées de l’un des sommets. Le volume du parallélépipède aura 
pour valeur 8xy;, ou, en remarejuant que 

x' -1- y’ -H = R’, 

8xyyR* — x’ — y*, ou encore 8 
La fonction à rendre maximum est donc 


f (X, y) = R’x’y’ — x'if — x'if. 
On en tire successivement 


'K 

dx 

|jp=2R’y’ — 12x*y’ — ‘2y‘; 


- = 2R’xy* — 4ry’ — 2.ry‘; ^ = 2R*x*y — 2x';, 


y — ix»y'; 


^=r2R^X* 

f/y* 


dx dij 
-2x‘— 12xy. 


iR^xy — 8x’y — 8jy* ; 


Si l'on égale à zéro les dérivées partielles ot en sup- 
primant dans la première le facteur 2xy’, et dans la seconde 
le facteur 2x’y, qui donneraient des solutions étrangères à la 
question que l'on a en vue, on obtient les deux éfpiations 

et R*— X* — 2y*=0, 

(pii donnent 

X = y : 


R 




en ne prenant que la solution iiositive. Si l’on substitue ces 
valeurs dans les dérivées partielles du second ordre, on 
trouve après réduction 

S 


8 4 

.\=-^R>; B = -iR‘; C = - 


9 


R‘ 
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I,e coeflicienl C esl donc ncgalif; on Iroiivc d’ailleurs 

ijuantité negalive; les deux conditions (D) sont donc remplies, 

et les valeurs x = i/= répondent à un maximum. 

V •"» 

Ces valeurs donnent 2 = — ; il on rés\iltc que le parallélé- 

V.5 

ir 

pipède maximum esl le cube, bon volume esl 8. :. 

5 V ."î 

o«. — Si le terme en /(’ dans le développement (I) deve- 
nait nul pour x = a et ij — b, il faudrait pousser le dévelop- 
pement plus loin. On veirait que le terme on b' doit disjia- 
raitre , et que dans cc cas il y a maximum ou minimum, 
suivant que le terme en li‘ prendra une valeur négative ou 
positive. Mais cette circonstance ne se présente pas d'ordi- 
naire dans les applications. 

On pourrait aussi généraliser la question qui fait l’objet de 
cc paragraphe, et l’on reconnaitrait, [>ar des moyens ana- 
logues, que pour qu’une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes devienne maximum ou minimum pour un système 
de valeurs de ces variables, il faut que ces valeurs annulent 
les dérivées partielles du premier ordre, etc. Mais nous n’in- 
sislcrons pas sur cc sujet plus curieux qu’utile, pour lequel 
nous renverrons aux traités plus étendus. Pour des raisons 
analogues, nous n’examinerons pas ici le cas où les dérivées 
partielles du premier ordre deviendraient infinies. 

VII. .\PPLIC.\TIONS (JKOMKTniniES 

X I. — TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES. 

OS. — On sait ejue l’on ai)pclle laïujente à une courbe, en 
un point donné de cette courbe, la limite des positions que 
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prend une sécante menée par ce point, lorsqu'on la fait tour- 
ner jusqu’à ce qu’un second jioint d’intersection vienne se 
confondre avec le premier. 

L’équation de la tangente se déduit immédiatement de cette 
définition. Soit y = /"(x) l’équation de la courbe, x et y les 
coordonnées du point par lequel on veut mener la tangente, 
X -I- Ax et y -t- iy les coordonnées d’un point voisin pris sur 
la même courbe. L’équation de la sécante passant par ces deux 
points sera, en désignant par X et V les coordonnées cou- 
rantes, et appliquant l’équation connue de la droite passant 
par deux points donnés, 


Si l’on fait tourner la sécante autour du point x, y jusqu'à 
ce que le second point x -(- Ax, y 4- Ay vienne se confondre 
avec le premier, Ax et ^y tendront simultanément vers zéro, 

et — tendra vers la dérivée f (x) ou y' de la fonction don- 

née f{x). En même temps la sécante tendra vers la positioa 
pour laquelle elle prend le nom de tangente. L'équation de la 
tangente sera donc 

(•) V — y = y’(X — x). 

Si l’on met pour y et pour y' leurs valeurs en x, on peut 
écrire 

(2) Y-/-(x) = r(x) (X-x). 

On voit que lorsque l’abscisse x du point de contact sera 
donnée, tout sera connu dans l’équation (2), et il sera facile 
de construire la droite qu’elle représente. 

9H. — La forme de l’équalion (2) suggère souvent un 
moyen géométrique simple pour mener la tangente. C’est 
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qni arrive pour les courbes du second degré ; nous reiiverron? 
à cel egard aux traités de Géométrie analytique. Nous nous 
contenleions des deux exemples qui suivent. 

I. — Soit la courbe y =x". On en tire 


ll'^mx" =— — = 


mx" 

X 


m]i 

X 


Pour construire la tangente au 
point M, on j)rcndra donc, sur la di- 
rection de l’ordonnée, une longueur 
PN égale à my ou m . MP ; on joindra 
ON, et par le point M on mènera MT parallèle à ON; ce sera la 
tangente demandée, car on a 



tang MTP = lang NOP = 


NP mil 
OP— a; • 


11. — Soit la courbe y = .V logx. On a dans ce cas 



Pour construire la tangente en M, 
on prendra d’abord sur l’axe des y une 
longueur 011 égale à Alog e; on join- 
dra le point (ixe II au pied P de l’or- 
donnée, et par le point M on mènera 
MT parallèle à Pli; ce sera la tangente 
demandée ; car on a 



tang MTP = tang HPO = = - 


loge 

X 


»». — Si dans l’équation (8) de la tangente on fait 
\ = x-hh, h étant une quantité inGniment petite, on 
en tire 

\=f{x)+r{x).h. 
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Or la formule ilo Taylor (üf) donne pour Tordonnée f(x + h) 
de la courbe qui répond à l'abscisse x + h, la valeur 

f(x-hh)—f’{x) -j- + f"{x) j-^ + f'"(x) •••• 

Il en résulte 

V - f(x + /.)=- nx\ - r W - •• •• 

Ainsi la dilfércnce entre l’ordonnée de la tangente et l’or- 
donnée de la courbe qui corres|)ondcnl à une même abscisse, 
infiniment peu supérieure à celle du point de contact, est une 
quantité infiniment petite du second ordre (G). Il n’en |)our- 
rait être autrement que si /‘"(a:) devenait infini, cequeTonnc 
snp|iosc pas. 

On considère souvent une courbe comme un polygone infi- 
nitésimal, c'est-à-dire comme un polygone d’un nombre in- 
fini de cotés infiniment petits; l’un (quelconque de ces cotés est 
alors ce (pic l’on appelle un élément de la courbe. Si M et M' 
sont deux sommets consécutifs de ce polygone, on regarde le 
côté M.\r, ou du moins le prolongement de ce côté, comme 
SC confondant avec la tangente en M, et l’on dit en ce sens 
que la tangente en M n’est autre chose que Télément MM' pro- 
longé. 

Cette manière de voir sup|)osc, d'après ce (|ui précède, qu’on 
ni'g-ligc les infiniment jietits du second ordre, puisqu’elle re- 
vient à siipjioscr que le point M' infiniment voisin du point M 
est situé sur la tangente en M. Cette hypothèse n’est plus 
permise dans les questions où il est nécessaire de tenir 
compte des infiniment petits du second ordre. 

On peut présenter la même observation sous une autre 

forme. Si dans Tcqualion delà tangente ou met ^ à la place 
de f (x), on peut l’écrire 
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cl il semble qu’elle soit satisfaite iiour 


\=x + <lx, et \ = IJ 4- ilij , 


c'est-à-dire qu’il semble que la tunf'ciitc passe par le point 
x-h(lx, IJ dij de la courbe inrmimcnl voisin du point de 
contact. Mais, (piand on fait celte substitution, il vient 


dij — 


dv 


dx. 


relation qui n’est réellement une identité que lorsqu’on néglige 
les inrinimcnt petits du second ordre (01 ài.s’). 

Hkmauque. Lorsque deux courbes sont tangentes, elles ont 
au point de contact une tangente commune ; il est donc 
facile de déduire de ce qui précède que leurs ordonnées, 
correspondantes à une abscisse inliniment peu supérieure à 
celle du j)oinl de contact, est la somme on la différence de 
deux inliniment petits du second ordre, cl est par conséquent 
clle-môme un infiniment petit du second ordre. 

loo. — On peut avoir à mener la tangente à une courbe, 
par un point extérieur à celle courbe, ou parallèlement à une 
droite donnée. 

I. — Dans le premier cas, soient a et ^ les coordonnées 
du point extérieur donné. Ces coordonnées devront satisfaire 
à l’équation de la tangente, et l’on aura, en appelant tou- 
jours X cl IJ les coordonnées du point de contact, 

(û) ^—y = f'(x)(x—x); 

mais on a aussi 

(4) >J = f(^)- 

Ces deux relations serviront à déterminer les deux inconnues 
X et y. 

On pourrait aussi considérer ces relations comme les équa- 
tions de deux lieux géométriques dont les intersections sont 
autant de points de contact ou de solutions de la question. 
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L'un (le ccà licu.x peometriques (i) est la courbe donnée 
ellc-mcmc. 

11. — Dans le second cas, soit a le coeflicicnl angulaire de 
la droite donnée. 

On devra avoir f'(x) = a, si l’équation de la courbe est 

f' (x u) 

J/ = /"(a;), ou plus généralement — si l'équa- 

I J (•*^5 y) 

tion de la courbe est f(x, yl=0 (5ü). 

Cette relation, jointe à 

y=f{x), ou» /'(-T, !/) = 0, 

servira à déterminer les coordonnées inconnues x et 1 / du 
point de contact. 

On pourrait aussi considérer ces deux relations connue les 
équations de deux lieux géométriques dont les intersections 
seront autant de solutions de la question. 

Nous n’insisterons pas sur ces considérations, qui sont dé- 
veloppées dans tous les traités de Géométrie analytique. 

1 01 . — On appelle sous-taiKjente la portion de Taxe des x 
conqirise entre le pied de l'ordonnée cl le pied delà tangente. 
P our l'obtenir, il sullit de faire Y = 0 dans l’équation de la 
tangente, car X est alors l’abscisse du pied de la tangente, 
cl la sous-tangente n’est autre ebose, en valeur absolue, que 
la différence X — x entre celle abscisse cl celle du pied de 
l’ordonnée. Or l’équation de la tangente , qui se réduit 
alors à 

— ?/='/' — 

donne 

( 5 ) \-,tz=—’L 

y 

Telle est l’expression de la sous-tangcnlc. Si y' est de 
même signe que X — x est négatif, c’est-à-dire que le 

pied de la tangente est alors à gauche du pied de l'ordonnée, 
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si l’on a(lo|ile les convcnlions ordinaires. Si est de signe 
contraire à y, X — x est positif, c’est-à-dire que le pied de la 
tangente est alors à droite du pied de l’ordonnée. 
Considérons, par exemple, la courbe 

y = Ac"* ; 

on déduit de cette équation 

y' = mAc“* , 

et, par conséquent. 


\-x = - 


quantité constante. 

On voit que, dans cette logarithmique, la sous-tangente est 
constante, et que le pied de la tangente est situé à gauche du 
pied de l’ordonnée. 

aot. — On appelle normale la perpendiculaire à la tan- 
gente menée par le point de contact. Si les axes sont rectan- 
gulaires, ce qui est le cas le plus fréquent, surtout dans les 
applications, il suffit pour obtenir l’équation de la normale de 
changer, dans l’équation de la tangente, le coefficient angu- 
laire ÿ' en — ^ , ce qui donne 

(6) Y-ÿ=-i,iX-x). 

On pourrait, comme dans le cas de la tangente, mener la 
normale par un point extérieur ou parallèlement à une droite 
donnée; les méthodes seraient les memes, mais les calculs 
sont en général plus compliqués. 

tos. — On donne le nom de sous-normale à la portion de 
l’axe des x comprise entre le pied de l’ordonnée et le pied de 
la normale. Pour l’obtenir, il faut faire Y = 0 dans l’équa- 

7 
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lion (6) de la normale; X est alors l’abscisse du pied de la 
normale, etX — x est, en valeur absolue, la longueur de la 
sous-normale. Or l'équation (6), qui se réduit alors à 


— ÿ = — i(X — ar), 

donne 

(7) \-x = yrj'. 


Telle est l’expression de la sous-normale. Si y et y' sont de 
signe contraire, X — x est négatif, et le pied de la normale 
est à gauche de l’ordonnée; si y et y' sont de môme signe, 
X — X est positif et le pied de la normale est à droite du pied 
de l’ordonnée. 

Exemples. I. Considéronsla parabole y* = 2px; on a dans ce 

cas 1 /' =-, et par suite yy'=p, c’est-à-dire que la sous- 

normale est constante. En même temps yy' est positif, et le 
pied de la normale est à droite du pied de l’ordonnée. 

II. On sait que la cycloïde est représentée par les 
équations 

X = R(a — sina), i/=R(l — cos a), 



Fig. 3. 


R désignant le rayon AC du 
cercle générateur, et a l’angle 
MCA que fait avec l’axe des y, 
ou avec CA, le rayon CM 
mené au point décrivant. On 
en tire 


dx = R(l — cosa)(ii, et di/ = Rsina(/i, 

d’où 


, R sin a R sin a 

^ R(1 — cos a) y 
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par suite 

ÿÿ'=Rsin a, 

c’est-à'dire que la sous normale est la projection PA du rayon 
décrivant CM sur l'axe des x. I en résulte que la normale A 
la cycloide en un point donné M de cette courbe est la droite MA 
tpii joint ce point au point de contact A du cercle générateur 
avec l'axe des x. 

104 . — L’équation (1) delà tangente et l’équation (6) de 
la normale peuvent, lorsqu’on y remplace y' par ^ , se met- 
tre respectivement scus la forme 


( 8 ) 

et 


dx dy 


(9) (X — x)(/x-f-(Y — y)dy = 0. 


Ces formes, symétriques et faciles à retenir, sont souvent utiles 
dans les calculs. 


I a. — COURBES ENVELOPPES. 

los. — Lorsque l’équation d’une courbe contient un para- 
mètre arbitraire que l’on peut faire varier, toutes les courbes 
qui correspondent aux différentes valeurs de ce paramètre 
forment ce qu’on appelle une famille de courbes. On appelle 
enveloppe d'une pareille famille de courbes le lieu des inter- 
sections successives des diverses courbes qui composent la 
famille, c’est-à-dire le lieu des intersections de deux courbes 
de la même famille dans lesquelles les valeurs du paramètre 
arbitraire ne diffèrent que d'une quantité infiniment petite. 
Si, par exemple, f(x, y, a) = 0, représente l’une des courbes 
considérées, et f(x,y, a+ da)=0 une autre courbe de la 
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meme famille ne difrérant de la première qu’en ce que le pa- 
ramètre arbitraire a a varié d’une quantité infiniment petite, 
ces deux courbes seront dites infiniment voisines, et leur point 
d’intersection sera un des points de l’enveloppe. 

loe. — Le procédé à suivre pour trouver l’équation de 
l’enveloppe se tire deladéfinilion même. Soit /■(j,j/,a)=0(l) 
l’équation de la famille de courbes considérées. Changeons 
d’abord a en a + AO, l’équation f{x,y,a+àa)=0{'2) sera 
une autre courbe de la même famille ; et les coordonnées des 
points communs à ces deux courbes s’obtiendraient en cher- 
chant les systèmes de valeurs de x et i/, qui satisfont à la fois 
aux deux équations. Or on sait que l’on peut remplacer l'une 
de ces équations par une combinaison des deux par voie d'ad- 
dition ou de soustraction. On peut donc substituer, par 
exemple, à la seconde la combinaison 

f(x,y, a+\a) — f(x,y, a)=0, 
ou, ce qui revient au même, 

f(x, y,a-^-^a) — f(x,y, o) _p 
aa 

Supposons maintenant que l’on fasse tendre Aa vers zéro, 
les deux courbes deviendront consécutives, et leurs points 
communs appartiendront à l’enveloppe. Les coordonnées de 
ces points seraient donc données par la résolution des deux 
équations 

f(x, y, o)=0, 
et 

jj^ /~(Æ,ÿ,o-t-Aa) — /'(j.ÿ, g) _Q 
Afl ’ 

ou 

f(x,y,a) — 0, 
et 

(3) f,(x,y,a) = 0. 
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Pour obtenir l'équation de l’enveloppe, il n’y aura donc 
qu’à éliminer entre ces deux équations le paramèlre a qui 
particularise les points communs. 

Ainsi, pour obtenir l'équation de l'enveloppe des courbes 
représentées par une équation telle que f(x,y, a) = 0, il 
suffit d'éliminer le paramètre a entre cette équation et sa dé- 
rivée, prise par rapport à ce paramètre. 

foi.— Il est aisé de reconnaître que chacune des courbes 
enveloppées est tangente à l’enveloppe. Soient, en effet, AH, 
A'B', A"B" trois courbes consécu- 
tives delà famille considérée, M l'in- 
tersection des courbes AB et A'B', 

N l’intersection des courbes A'B' et 
A"B". Les deux j)oints M et N ap- 
|)articndront à l’enveloppe; il en sera 
donc de même de l’élément infini- 
ment petit MN ; cet élément sera donc commun à l’enveloppée 
A'B' et à l’enveloppe. Donc l’enveloppe est tanf?ente à l’enve- 
loppée A'B'. On démontrerait de la même manière qu’elle est 
tangente à toutes les autres enveloppées. 

Mais cette propriété peut être démontrée par l'analyse de la 
manière suivante. Puisque l’équation de l'enveloppe rési'lle 
de l’élimination du paramètre a entre les équations 

f(x,y,a) = 0 et f,(x, y, a) = 0 , 



on peut, pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente à 
l’enveloppe au point ar, y, différencierl’équation /■(i,j/,a) = 0 
en y regardant a comme une fonction dexet de y, cette der- 
nière variable étant elle-même fonction de x. On obtient 
ainsi {^'5, 25) 


dx dy~^ da \dx 


<t>jJ 


mais — est nul en vertu de l’équation f'a{x, y, n) = 0, il 
da 
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reste dnnc 


dx 



c’est-à-dire que le coefflcient angulaire de la tangente à l'cn- 
veloppc au point .t, y est donné par la même équation que le 
coerficicnt angulaire de la tangente à l'enveloppée au même 
point. Donc l’enveloppée est tangente à l'enveloppe. 

108. — Exemples. I. Une droite mobile coupe les axes 
toordojinés à des distances a et h de l'origine, dont la somme 
demeure constante; on demande l'enveloppe des positions de 
cette droite. Soit a -t- é = m. L’éiiuation de la famille de 
droites dont il s’agit sera 


( 1 ) 



X 

a 




y 

m — a 


— 1 . 


Égalant à zéro la dérivée par rapport à a, on obtient 




m — fl 


: 0 , 


d’où fl v'y — (m — fl)yx=0* 


et par suite 


m \ x , , , V ÿ 

n=^z— î — = et (m — fl)= 

SX -h SU \ 


Substituant dans (1), on trouve pour l’équation de l’en- 
veloppe, 


(2) (v-c H- VJ/ 

équation d’une parabole qui a pour axe la bissectrice du pre- 
mier angle des axes coordonnés, et qui touche ces axes aux 
points répondant à 

j/ = 0, x = m, cl x = 0, y = m. 
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Un vérifie aisément que celte parabole est tangente à chacune 
des droites proposées; car si l’on porte dans l'équation (1) la 
valeur de y donnée par l'équation (2), on obtient une équation 
du second degré eux qui a ses racines égales. 

11. Trouver l'enveloppe des ellipses qui ont même surface 
et leurs axes dlrujés suivant les mêmes droites. 

Nous pouvons représenter par r.r' la surface commune de 
ces ellipses; nous aurons alors 


d’où 


T.ab = zr\ 



L’équation de la famille d'ellipses considérée sera donc 


( 1 ) 


X* a'if , 


Prenant la dérivée par rapport à a, cl supprimant le fac- 
teur 2a devenu commun, on obtient 


d’où 



a' = 


r'x‘‘ 

Ir 


et 


a' — dz 


r'x 

~ÿ' 


Substituant dans(i), on trouve 


( 2 ) 



ou 


xy = ± 


2 ' 
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L’enveloppe demandée se compose donc des deux hyper- 
boles équilalères qui ont les axes pour asymptotes et pour 
«•* 

puissance 

Si l’on porte dans l’équation (1) la valeur de y tirée de 
l’équation (2), on obtient une équation en x qui est bicarrée 
et qui a ses racines égales deux à deux. On vérifie ainsi que 
l’enveloppe est tangente en deux points à chacune des en- 
veloppées. 


s 3. — CONVEXITé ET COURBURE DES LIGNES PLANES. 

•O®. — Un arc de courbe, aussi petit que l’on voudra, est 
concave du côté de sa corde, et convexe du côté opposé, 
c’est-à-dire du côté des tangentes menées par ses extrémités. 




Considérons un arc très-petit HM' (fig. 5 et 6) d’une courbe 
dont l’équation en coordonnées rectangulaires est y = f (x). 
Soient x et x +/i les abscisses de ses extrémités. 

Si, comme dans la figure 5, les tangentes MT, M'T' menées 
aux extrémités de l’arc MM' se coupent au-dessous de cet arc 
(en regardant l’axe OY comme vertical pour fixer les idées), 
l’arc tourne sa convexité vers le bas, c’est-à-dire vers les y 
négatifs. En meme temps le coefficient angulaire de la tan. 
gentc M'T' est plus grand que le coefficient angulaire de la tan- 
gente MT ; ainsi le coefficient angulaire de la tangente, c'est- 
à-dire f' (x), est une quantité croissante, depuis l’abscisse x 
jusqu’à l'abscisse x -I- h. 
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Si, comme dans la ligure 6, les tangentes MT et M'T' se 
coupent au-dessus de l'arc MM', cet arc tourne sa convexité 
vers le haut, c'est-à-dire vers les y positifs. En môme temps 
le coefGcient angulaire de la tangente M'T' est plus petit que 
celui de la tangente MT ; ainsi, dans ce cas, f (x) est une 
quantité décroissante , depuis l'abscisse x jusqu'à l’ab- 
scisse X -h h. 

Or, d’après ce qu’on a vu au n" 84, la fonction f {x) est 
croissante ou décroissante, de x à x + h, suivant que sa dé- 
rivée f" (x) est positive ou négative. On peut donc dire que 
l'arc MM' tourne sa convexité vers le bas ou vers le haut, selon 
que, de X à X -I- />, la seconde dérivée f" (x) est positive ou 
négative. 

Nous avons supposé l’ordonnée croissante dans les ligures 5 
et 6; les mêmes résultats subsistent en supposant l'ordonnée 
décroissante comme dans les figures 7 et 8. Ainsi, dans la 



» uj 1 

Fig. 7. Fig. 8. 


figure 7, l’arc M.Vl' tourne sa convexité vers le bas; or le coef- 
ficient angulaire de M'T' est moindre en valeur absolue que 
celui de MT ; et, comme ils sont tous deux négatifs, f (x) 
est une fonction qui croît algébriquement. Dans la figure 8, 
au contraire, l’arc MM' tourne sa convexité vers le haut ; or 
le coefficient angulaire de M'T' est plus grand en valeur ab- 
solue que celui de MT ; et, comme ils sont tous deux néga- 
tifs, /''(xj est une fonction qui décroît algébriquement 
D'ailleurs, dans tout ce que nous venons de dire, la posi- 
tion de l'axe des x par rapport à l’arc considéré est indiffé- 
rente ; donc enfin une courbe y = f (x) tourne sa convexité , 
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à partir d’un point dclerminé M ayant x pour abscisse, vers 
les y négatifs on vers les y positifs, suivant que la seconde dé- 
rivée r (x) est positive ou négative pour cette valeur de x. 

REHAnQUE. — On vérifie à l’aide des considérations qui pré- 
cèdent la règle donnée au n° 86, pour reconnaître les maxima 
ou ininima d’une fonction d’une variable. Si l’ordonnée d’une 
courbe a un maximum ou un minimum, en ce point la tan- 
gente doit être parallèle à l’axe des x, et par conséquent la 
première dérivée doit être nulle. S’il y a maximum, la courbe 
tourne sa convexité vers les y positifs, et par conséquent la 
seconde dérivée doit être négative. S’il y a minimum , la 
courbe tourne sa convexité vers les y négatifs, et par consé- 
quent la seconde dérivée doit être positive. .Mais ces considé- 
rations deviennent insuffisantes quand^ la seconde dérivée 
s’annule, et il faut recourir à la théorie exposée au numéro 
cité. 


<io. — Considérons, par exemple, la courbe qui a pour 
équation 


y = sin X , 


T 



Fig. 9. 


et qui a la forme représentée 
par la ligure 9. On tire de 
celte équation 

y" = — sinx. 


Par conséquent, on reconnaît que depuis x = 0, qui ré- 
pond à l'origine, jusqu’à x=t:, qui répond au point A où la 
courbe rencontre de nouveau l’axe des x, f” (x) est négatif et 
que la courbe tourne sa convexité vers les y positifs. Au con- 
traire, depuis x = r jusqu’à x = 2s, c’esl-à-Jirc depuis le 
point A jusqu’au point B, où la courbe coupe, pour la troi- 
sième lois, l’axe des x, f" (x) est positif, la courbe tourn e 
sa convexité vers les y négatifs. 

Les mêmes résultats se reproduisent périodiquement pour 
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les valeurs de x supérieures à 2^, ou pour les valeurs néga- 
tives de cette variable. 

iii. — Il peut arriver que le coefficient angulaire de la 
tangente, ou f (x), après avoir été croissant dcx = a — h 
àx = a, devienne décroissant de x = a à x = a-(-h, ou 
vice versa ; en d'autres termes, il peut arriver que l’abscisse 
x = a corrcspoudeàun maximum ou à un minimum de f (x). 
On sait qu’alors sa dérivée f (x) prend pourx = a la valeur 
/* (a) = 0, ou la valeur f"(a)=x> (85). 

Les points qui présentent eette cireonstanec se nomment 
des points d'inflexion. Ce sont des points où la convexité de la 
courbe change de sens; si, par exemple, dex=a — h à 
x = a, la courbe tournait sa convexité vers les y négatifs 
de x=o à x = a -f- h, elle tourne sa convexité vers les y po- 
sitifs; ou bien c'est l'inverse qui a lieu. Dans les deux cas la 
courbe passe d'un côté à l'autre de sa tangente, c’est-à-dire 
que si elle était d’abord d'un côté de la tangente de x—a — h 
à v = a, elle passe de l'autre côté de x = a à x = a -h h. 

Dans la courbe y = sinx (fig. 9) les pointsO, A, B,... sont 
des points d’inflexion ; car pour ces points on a 

f^(x) = — sinx = 0. 

Nous aurons occasion de revenir sur les points d’inflexion 
en nous occupant d’une manière plus générale des points 
sinyuliers. 

11 *. — Les notions sur la courbure des lignes résultent 
de la comparaison des arcs de courbe quel- 
conques avec les arcs de cercle. 

Un arc de cercle de longueur déterminée 
est d’autant plus courbe que l’angle aigu 
formé par les tangentes menées à ses ex- 
trémités est plus grand. Soit, par exemple, 
l’arc MM'; menons les rayons OM et OM', 
et les tangentes MT et M'T' qui se coupent 



Fig. 10. 

au point . Si 
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l’arc MM' a une longueur déterminée, il sera d'autant plus 
courbe que l’angle TIT' sera plus grand. Or cet angle est 
égal à l’angle MOM'; on peut donc dire qu’un arc de cercle 
de longueur déterminée est d’autant plus courbe qu’il ré- 
pond à un angle au centre plus grand; ou, ce qui re- 
vient au même, qu’il est d’autant plus courbe qu’il appar- 
tient à un cercle d’un rayon plus petit. Ainsi, pour un arc de 
cercle de longueur donnée, la courbure varie en raison inverse 
du rayon. 

C’est ce que l’on peut voir encore d’une autre manière. On 
sait qu’on a 


MM' = OMxarc M0.M', 

ou en appelant s l’arc MM', a l’angle MOM' (ou l’arc qui lui 
sert de mesure dans le cercle dont le rayon est 1) et r la lon- 
gueur OM, 

d’où l’on tire 

(») 

On prend l’angle a pour la mesure de la courbure de l’arc S ; 
on voit des lors que pour un arc de meme longueur elle varie 
en raison inverse du rayon. 

Le quotient représente la courbure par unité de longueur 

de l'arc s. D’après la relation (1), elle est égale .à l’inverse du 

1 

rayon ; et c’est dans ce sens que - sert de mesure à la cour- 
bure. 

fis. — Pour étendre ces notions à une courbe plane quel- 
conque, on compare les très-petils arcs de cette courbe à des 
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arcs (le cercle. Celle comparaison peut d’abord se faire d’une 
manière clemenlaire, comme il suil. 

I. Snil AB la courbe considérée donl l’équation est 


y = f (^)- 

Soit M un point quelconque de celte courbe, dont les coor- 
données sont X et y, et soient M' et M" deux points consécutifs 
très-voisins du premier. Par les 
trois points M, M', M", qui ne sont ' 
point en ligne droite, on peut faire 
passer un cercle; soit C son cen- 
tre ; joignons les rayons CM et CM'. 

Si les points M, M', M" sont très- 
rapprocliés, l’arc de cercle (|ui les " '*1 ' 

joint différera très-peu de l’arc cor- > 

respondant de la courbe propo- 

sée; et si on les rapproche de plus en plus, de manière 
à se confondre avec le point M, l’arc de cercle tendra à se 
confondre avec l’arc correspondant de la courbe AB. La limite 
vers laquelle tend ainsi le cercle mené par les trois points 
consécutifs M, M', M" est ce que l’on appelle le cercle de 
courbure de la courbe au point M ; son centre est le centre de 
courbure, et son rayon prend le nom de rayon de courbure. 

On voit que le centre de courbure relatif au point M est à 
la rencontre de la normale en M avec une normale M'C infi- 
niment voisine. On voit aussi qu’à la limite les deux lon- 
gueurs MC et M'C peuvent être considérées comme égales. 

114 . — Soit P le rayon de courbure CM ; désignons par d* 
l’arc infiniment petit MM', et par dot l’angle infiniment 
petit MCM'. Cet angle, formé parles deux rayons CM, CM', 
est égal à l’angle formé par les deux tangentes MT, M'T', et 
porte, pour cette raison, le nom d'angle de contingence. 
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Puisque l'are MM' se confond avec l’are correspondant du 
cercle de courbure, on a 


dx 1 

ds P 


d’où P 


ds 

dx‘ 


Cette formuleet les considérations géométriques qui précèdent 
peuvent d’abord servir à trouver l’expression du rayon de 
courbure. 

Les coordonnées du point M étant x et y, celles du point M' 
sont 


X 4- dx, et ÿ 4- dÿ ; 

la distance de ces deux points, ou l’arc MM' regardé comme 
ayant pour limite sa corde, a donc pour valeur 


ou 


ds = lim . \/ax* 4- Aÿ’ J 


ds = ydx' 4- dy' = dx v' 1 4- ÿ". 


Le coefficient angulaire de MT étant y', celui de M'T' est de 
même y' 4- </;/' ; la tangente de l’angle de ces deu.v droites est 
donc donnée par la relation 


lang MCM' 


—(!/' + di/ ') . 
1 -!-!/'(!/' -+-dÿ')’ 


ou, en prenant l'arc pour la tangente, ce qui est jtermis, 
attendu que l’arc est infiniment petit, et, en négligeant l’iii- 
fininient petit dif devant y', 


dx 


— dy ' 

\ 4- y'‘‘ 
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m 


P — tix . Y 1 -f- 1 / * * 


1 + !/'• _ 
— f/l/' 


ou enfin 

( 1 ) 




s 


(\ + y'r. 



Telle est l'expression du rayon de courbure. Elle ne donne 
pas pour P une valeur négative, attendu que, d’après la figure 
qui a servi à l’établir, la courbe tourne sa convexité vers les y 
positifs, et que dès lors y" est négatif (109). 

Si l’on fait la figure pour le cas où la courbe AB tourne sa 
convexité vers les y négatifs, on voit 
que les calculs restent les mêmes, si 
ce n’est que pour avoir la tangente 
de l’angle de MT avec MT', il faut, en 
appliquant la formule connuequi donne 
la tangente de l’angle de deux droites, 
retrancher y' de y' -t- dy\ au lieu de 
soustraire y' -f- tly' de y' comme tout 
à riieure. On obtient alors 



( 2 ) 


P 


(I +!/'*) 
y" 


et comme y" est alors positif, on obtient encore pour p une 
valeur positive. 

II. Mais on peut établir la meme formule par les considé- 
rations analytiques qui suivent. 

Considérons d’abord deux courbes quelconques 


y = f\x) et y = otx). 


qui ont un point commun répondant à l’abscisse a, de telle 
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sorte qu’on ail /■(«) = ç(n). Si dans les équations de ces 
courbes on remplace x par a +/i, h désignant une quantité 
infiniment petite, on aura ( 64 ) en admettant que de x = a 
à x = a -t- h, les fonctions f(x) et ç (x) et toutes leurs déri- 
vées conservent des valeurs finies, 

f(a + h)=f.{a) + [’{«) 5 +f{«) 1^2 ra + - 

et 

<f{a-hh) = if{a)-h^' (a) - -t-?"(a) ^72'*”^”' PO 

Si l'on a f'{a) =9' (a), les deux courbes ont au point com- 
mun la même tangente, et l’on dit qu’elles ont entre elles un 
contact du premier ordre, et leurs ordonnées 

f{a + h) et o(a + h) 

ne diffèrent que d'un infiniment petit du deuxième ordre. 

Si l’on a en outre f la) , = 9" (a) , on dit que les courbes ont 
un contact du deuxième ordre; et leurs ordonnées 

f(a-hh), et <f{a + h) 

ne diffèrent que d’un infiniment petit du troisième ordre. 

En général, si les n premières dérivées prennent des va- 
leurs égales pour x = a, on dit que les courbes ont un contact 
du n''*“ ordre, et leurs ordonnées 

f(a + h) et (f(a-hfi} 

ne diffèrent que d’un infiniment petit de l’ordre n-f- 1 . 

Si l’une des courbes est algébrique et de degré n, et qu’elle 
ait avec l’autre courbe un contact du n'*"' ordre, on dit que 
la première courbe est osculalrice par rapport à la seconde. 
Conformément à celte définition, un cercle tangent à une 
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courl)C est dit oscillateur, par rapport à cctto coiirl)p, s’il a 
avec elle un contact du deuxième ordre. 

Proposons-nous de trouver le cercle oscillateur à une 
courlie donnée y = f (x) au point qui a pour coordonnées 
X et ij. Si X et Y sont les coordonnées de son centre, et p son 
rayon, son équation sera de la forme 

(1) (^_X)»+(ÿ-V)* = p.. 

On en tire, en différentiant deux fois de suite, 

(O) (x_X)4-!/'(;y-Y)=:0, 

(5) l+y'*-+-y"(!/-Y)=0. 

Pour que ce cercle soit osculateur à la courbe donnée au 
point X et ij, il faut que y' et y" soient les mêmes pour la 
courbe et pour le cercle. Dès lors l’équation (2) signifie que le 
centre du cercle est sur la normale au point commun; car elle 
exprime que les coordonnées X et Y .satisfont à l’équation de 
la normale. Quant à réquation (ô), elle exprime que le centre 
du cercle est sur la normale à la courbe proposée, au point 
infiniment voisin qui a pour coordonnées x-h(lx et y -h diy ; 
car si, dans récpiation (2), on remplace x par x + dx, et y 
par y -t- dy pour avoir la normale au point infiniment voisin, 
on retombe après réductions sur l’équation (5). 

Le rayon p se déduit aisément des trois relations ci-dessus 
écrites. La troisième donne 


,,-Y— 

y y., . 


substituant cette valeur dans la relation (2), on en déduit 

l4 

y" 


x-\ = + 
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et, par suite, la relation (i) donne 




d'où p = =t 


(1 




c’est la valeur obtenue pour le rayon de courbure par la pre- 
mière méthode. 

On devra prendre le signe -t- ou le signe — suivant que y" 
sera positif ou négatif, pour que la valeur de p, qui exprime 
une longueur absolue, soit positive. C’est-à-dire qu’il faudra 
prendre le signe -i- ou le signe — , suivant que la convexité 
de la courbe sera tournée vers les ij négatifs ou vers les y 
positifs. 

Ce calcul montre l’identité du cercle oscillateur avec le 
cercle de courbure passant par trois points consécutifs infini- 
ment voisins, tel que nous l’avions d’abord considéré. 

Nous appliquerons la formule du rayon de courbure à deux 
exemples. 

lis. — I. Nous prendrons pour premier exemple l’ellipse. 
Ile l’équation de cette courbe 


d’où 


■ 1 ' 



on tire d’abord 



X . 
“ » 
U 


„ _ _ l>* ( 1>W fl’jy* ù>x’\ _ 

'' n‘V y’ / o'îr / 

Par suile, 


(■ 5 ) 
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Oii trouve, par exemple, que pour 

o: = 0 cl y = b, on a 

b 

et que, pour 

/.I 

x = a et ÿ = (), on a p=— . 

a 

Mais on peut tiéiluirc de la formule (5) une construction 
géométrique. SoitM le point où l’on 
veut déterminer le rayon de cour- 
bure ; on joint ce point aux deux 
foyers K et F' ; on mène la bi.«sec- 
trice MN de l’angle FMF'; c’est la 
normale au point M ; par son pied N 
on lui élève une perpendiculaire NI fig. 13 . 

terminée à riin des rayons vecteurs MF' ; et au point 1 on élève 
une perpendiculaire IC à ce rayon vecteur; le point C où elle 
coupe la normale est le centre de courbure correspondant au 
point M; et MC est le rayon de courbure. 

En effet, menons 1 ordonnée MP. La sous-normale NP a 
pour valeur 





La valeur de la normale MN est donc 


b-x 

a’ ' 



v'éi‘i/* b * x ’ 

a* 


Soit ç l’angle NMF' ; on a 


Ml = ^, MC = 1L, d.™ MC="Ï. 
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Or l'angle ç est la différence des angles MNA et MF'A, qui 
ont respectivement pour tangente 


on a donc 


et • 

6*x’ x-hc' 


a'y y 


. h*x i-f-c n’w(x+c) — b*xti 

«ang?= Tira—-- 


1 


® y 


a'ij' -I- b*x' -+- b'cx 


b x{x + c) 

c'xij + a'nj aj 

a’b‘ + b’cx b' ' 


Par conséquent, 


cos' c ; 


1 


a'b' 


l-(-lang’j + 

Substituant ces valeurs dans l'expression de MC, on obtient 


\a'if + b'x^ ^ 

■ ' n’ ^ u’b' fl'fc* 

ce qui justifie la construction. 

Cette construction est applicable à l’Iiyporbole et à la 
parabole. 

tifl. — II. Nous prendrons pour second exemple la cycloïde. 
De ses équations 

X = U(a — sina), y = R{i — cos a), 
on a tiré au n“ lOô, 11, 

, sin 2 

^ 1 — cos %' 

On en déduit 

, •„ .(1 — cos 2 )*-t-sin *2 2 

* 1-COS2) — = l^ï^2’ 
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on trouve ensuite 

J, (1 — COSx)cosi — sina.sina, rfx 

(1 — cosi)‘ 1 — cos a 

on a d'ailleurs 

f/x = 11 (1 — cos a) dx. 

Par conséquent 

1 

^ dx ll'(l — cjs X )' 

Substituant dans l’expression du rayon de courbure, on 
obtient 

M-rV' 

p = -h 1 ^ = 2R v ^ V 1 — cosa= iR sm J- a. 

R(1 — cos xj* 

Or, si l’on se reporte à la figure du n° 103, on reconnaît 
que l’on a 


MA = 2R sin ^ a. 

Donc 

p = 2MA, 

c’est-à-dire que dans la cijcloide le rayon de courbure est le 
double de la normale. 


i 4. — DÉVELOPPÉES DES LIGNES PLANES 

in. — On appelle développée d’une courbe plane le lieu 
géométrique de ses centres de courbure. Soit ABCDE.. une 
courbe plane quelconque; et soient A, B, C, D, E,.,. des 


Digitized by Google 



Fie. li- 


ns PREMIERS ÉLÉMENTS I)U CALCUL INFINITÉSIMAL. 

points trcs-rapprochés sur celle courbe. Menons par ces points 

les normales An, B&, Ce, Dd, 
Ee !... ces normales formeroiil 
par leurs intersections succes- 
sives une ligne polygonale abc 
de.... Concevons maintenant 
que les arcs AB, BC, CD, DE,... 
deviennent infiniment petits ; 
les points a, 1», c, </, e,... de- 
viendront les centres de cour- 
bure de ces arcs (113); et la ligne polygonale abede... de- 
viendra une courbe continue, lieu de ces centres de courbure. 
C’est celte courbe que l'on appelle la dévelcppée de la courbe 
ABCDE,... laquelle prend le nom de développante par rap- 
port à la courbe abede.... Voici l’origine de ces dénomina- 
tions. 

Remarquons d’abord que si les arcs AB, BC, CD, DE,... 
sont infiniment petits, on peut écrire (115) oA =nB, tB=frC; 
cC = cD ; dD = dE ; . . . Cela posé, imaginons que l’on enroule 
sur la courbe afccdc... un fil flexible mais inextensible dont 
une extrémité aboutisse en A ; puis, supposons qu’on la dé- 
roule en le tenant toujours tendu, et en faisant marcher son 
extrémité libre A dans le sens de la flèche, l’autre extrémité 
étant fixée quelque part sur la courbe abede. L'extrémité A 
décrira d’abord un élément de cercle ayant son centre en a , 
cet arc de cercle passera par lepoint B, puisque flA=aB;etil 
se confondra avec l’élément AB de la courbe donnée, puisqu'il 
a pour centre le centre de courbure a de cet élément. Quand 
l’extrémité libre du fil sera parvenue en B, sur le prolonge- 
ment de l’élément <j 6, le mouvement changera, cl l’extrémité 
libre décrira un élément de cercle ayant son centre en b ; cet 
arc de cercle passera par le point C, puisque bH = bC ; et il se 
confondra avec l’élément BC de la courbe donnée, puisqu’il a 
pour centre le centre de courbure b de cet élément. Quand 
l’extrémité libre du fil sera venue en C, sur le prolongement 
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de l’élément bc, le mouvement changera encore; l’extrémité 
libre décrira un élément de cercle ayant son centre enC ; cet 
arc de cercle passera par le point D, puisque cC = cD, et il se 
confondra avec l’élément CD de la courbe donnée, puis(|u’il a 
pour centre le centre de courbure c de cet élément. En conti- 
nuant ainsi, on voit que l’extrémité libre du fil décrira une 
série d’arcs de cercles ayant leurs centres sur abede... et qui 
se confondront avec les éléments successifs de la courbe 
donnée ABCDE.... Elu définitive, elle décrira cette courbe d’un 
mouvement continu. 

Ainsi, une courbe donnée quelconque ADCDE... peut tou- 
jours être considérée comme décrite par l’extrémité libre d’un 
fil enroulé sur la courbe abede... lieu de scs centres de cour- 
bure. Dans ce mouvement le fil enroulé se développe; d’où les 
noms de développée et de développante donnés aux courbes 
abede... et ABCDE.... 

Il résulte de ce mode de description que, dans toutes ses 
positions, le fil est normal à la courbe ABCDE,... puisqu’il est 
normal aux éléments de cercle avec lesquels elle se confond; 
en même temps le fil est tangent à la courbe abede... puisqu’il 
est toujours le prolongement d’un de ses élémenis. On peut 
donc dire que toute tangente à la développée est normale à la 
développante, elTédprovpiemenl, toute normale à la dévelop- 
pante est tangente à la développée. 

118 . — Ces considérations géométriques pourraient suffire 
à la rigueur pour établir les propriétés de la développée. Néan- 
-moins, il est utile d’en donner la démonstration analytique. 

On a vu au n“ 114, II, que le centre de courbure répondant 
au point d’unecourbe donnée, dont les coordonnées sontx ct^, 
est situé sur la normale en ce point .à cette courbe, et sur la 
normale infiniment voisine menée par le point dont les coor- 
données sont x-hdx clg dg, c’est-à-dire que le lieu des 
centres de courbure est le lieu des intersections successives des 
normales à la courbe proposée, ou, en d’autres termes, que la 
développée est l’enveloppe des normales à cette courbe. Or, 
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on a (léinonlrc, auii“ 107, que l’enveloppe est tangente à cha- 
cune des enveloppées. Il est donc démontré que la développée 
d’une courhe est tangente à chacune des normales à cette 
courbe, et le point de contact est le centre de courbure répon- 
dant à chaque normale. 

Cela posé, soient X,V les coordonnées du centre de courbure 
répondant au point x, y de la courhe proposée, et soit p le 
rayon de courbure en ce point. On aura 

p* = (X-x)'-t-(V — y)'. 

Différentions les deux membres, il viendra, après avoir 
divisé par 2, 

P dp = (X — x) dX -h (Y — 1/ ) d V — |(X — x) dx -+■ (Y — y) dy]. 

Mais la quantité entre crochets est nulle, attendu que le 
point X, Y est situé sur la normale [104 (9)]; il reste donc, 
en divisant par p 

( I ) dp = dX . -+- dY. 

9 P 

Appelons a» l’angle que la normale fait avec l’axe des x, nous 
aurons 

X — X . Y — y 

= cos(i) et ^=sinti), 

P P 

et l'équation (1) pourra s’écrire 

(2) dp = dX cos U) -H dY sin (ij. 

En même temps, si dS représente l’élément de la déve- 
loppée, nous aurons aussi, attendu que cet élément a la di- 
rection de la normale à la courbe donnée, 

dX . dY 

-rr, = COSo) et -;:-: = Sinii). 

db db 
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Si l'on met pour cos to et siii m ces valeurs dans la relation (2), 
elle devient 

, < 1 ^* '/V* dS* 

''?=dS+dS=dS’ = 

CcUe relation exprime que la longueur de l’élément de 
la développée est précisément égale à l’accroissement infini- 
ment petit du rayon de courbure, ce qui justifie le mode de 
description do la courbe indiqué plus haut, et la dénomina- 
tion de (léveloppée employée pour désigner le lieu des centres 
de courbure. 

fit». — C'est en considérant la développée comme l’en- 
veloppe des normales à la courbe donnée qu’on obtient 
l’équation de cette développée. 

Soit ijz=f{x) l’équation de la courbe donnée. On a vu ,102) 
que l’équation de la normale à cette courbe est 

Y — f/ = — — j:), 
ou 

( 1 ) \Y-f(x)]r{x)-h(\-x)=o. 

Cette équation est l'équation commune de toutes les nor- 
males ; l’abscisse X du point de contact doit y être considérée 
comme un paramètre variable qui particularise la normale. 
Pour avoir l’équation de l’enveloppe des normales il faut donc, 
conformément à la règle exposée au n° 107, éliminer x entre 
l'équation (1 ) et sa dérivée prise par rapport à x. 

Au lieu de remplacer y et y' en fonction dex, dans l’équa- 
tion de la normale, il peut être parfois plus commode d’in- 
troduire partout y ; il faut alors éliminer y entre l’équation de 
la normale ainsi préparée, et sa dérivée prise par rapport à y, 
regardée comme variable indépendante. 

Nous donnerons quelques exemples du calcul qui conduit 
à l'équation de la développée. 
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I to. — I. Nous prendrons d’abord pour exemple la para- 
bole î/*= ipx. 

L’équation de la normale est 

Y-!/=-|{X-x), 


ou, en remplaçant x en fonction de y, 



ou bien 


if -h ^2p{p — \) y — 2p*Y = 0 . 

Diffcrentiant par rapport à i/, on a 

(2) Zrf + 2p{p — \) — 0. 

Il reste à éliminer y entre les équations (I) et (2). Pour cela 
on tire de (2) 

2p (p — X) = — 3i/’, 
et en substituant dans (1), il vient 

2»/'= — 2p’Y, d’où y’ = yp‘Y*. 

Substituant dans (2) on obtient 

(I) 5 vÿŸ’=2/>(X— p), 

OU 

~'2V P ' 

c’est l’équation de la développée. Elle a la forme représentée 
par la figure 15. 
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Nous ne nous arrêterons pas à sa discussion. 


II. Nous prendrons pour second 
exemple l’ellipse, parce que , pour 
obtenir l’équation de la développée 
sous une forme simple, il convient 
de suivre une marche particulière. 
L’équation de la normale est 

(I) ï_, = g,X_x), 



OU 


Y = 


h' 




a'ii a’X y c* 


6* 




Prenons la dérivée par rapport à x, en regardant y comme 
fonction de x ; nous aurons 


ou 


0 = 


h' \ X* ) 



0 = o«X (Xÿ' — y) — c‘x’y'. 


b^x « 

Mettant pour y' sa valeur — — , il vient 


„ / fc’x* \ c’x* . I»’x n’X . fl'è 

0 = a’X I 1/ H , — = , — 

\ a'ij •’/ a'y a'y 


«’y ’ 


d'où 



> 


et par suite 
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Or on trouverait par un calcul analogue 



il suffit pour cola de remplacer x par y, X par Y, a part, 
b par a, et de changer par conséquent le signe de c*. Ces va- 
leurs, mises dans l'équation de l'ellipse, donnent 


S S 



(ox/-i-(&Y)’=r; 


Telle est l’équation de la développée de l’ellipse; celte 
courbe a la forme indiquée par la figure 16. 

IIF. Nous chercherons encore 
la développée de la cycloïJe, parce 
qu’elle peut s’obtenir par des con- 
sidérations géométriques très-sim- 
ples. Soit OllB (fig. 17) la cycloïde 
considérée; M l’un de ses points; 
C la position correspondante du 
*®- centre du cercle générateur ; A son 

point de contact avec l’axe OX. Traçons le cercle C' symétrique 




O’ .V K’ 


Fig. n. 


du cercle C par rapport à 
ÜX; et tirons MA, qui ren- 
contrera le cercle C'en M'. 
A cause de la symétrie on 
aura évidemment AM' = 
AM , et par conséquent 
MM' = 2MA. Le point M' 
sera donc (110) le centre 
de courbure de la cycloïde 
corrcs|)ondantau point M. 


Cela posé, prenons OK =rR, et menons IIKK' parallèle à 
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l’axe des y; menons encore 00' parallèle à KK', cl O'K' pa- 
rallèle à Taxe OX, et langent en A' au cercle C'. Nous aurons 


Or on a 


0'K' = 0K=-R, et 0'A' = 0A. 
arc AM = OA = arc AM', 


puisque les cordes AM et AM' sont égales à cause de la symé- 
trie. Il en résulte 


arc A'M' = rR — AM' = O'K' — O'A' = A'K'. 

Donc le point M' est sur une cycloïde OM'K' ayant pour 
cercle générateur le cercle G'; et qui serait engendrée par un 
point de la circonférence de ce cercle G' roulant sur OX en 
sens inverse du roulement du cercle G. Or la courbe ainsi dé- 
crite, lieu des centres de courbure M' de la cycloïde donnée, 
est la développée de celte cycloïde. 

Donc la tléveloiipée de la cijcioide est une ajeloide éijale, qui 
se serait abaissée parallèlement à l'axe des y d’une quantité 
égale au diamètre du cercle générateur^ et qui aurait avancé 
ou reculé parallèlement à l’axe des x d’une quantité égale à 
une demi-circonférence de ce cercle. 

i*o6i.s‘. — On peut remarquer que, d'après le mode de 
description d’une courbe fondé sur l’emploi de sa développée, 
il y a toujours une infinité de courbes qui ont la même déve- 
loppée ; on les obtient en faisant varier la longueur du fil en- 
roulé sur cette développée commune. Toutes ces courbes ont 
les mêmes normales; ce sont les tangentes à la commune dé- 
veloppée; et la portion de normale comprise entre deux de 
ces courbes est constante dans toute leur étendue; en d'autres 
termes, ces courbes sont partout équidistantes. 

Réciproquement, deux courbes qui ont toutes leurs nor- 
males communes et qui sont partout équidistantes, ont la 
même développée. Gar si la première peut être décrite à l’aide 
de sa développée, en adoptant une certaine longueur de fil, 
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la seconde pourra être décrite à l’aide de la même développée 
en faisant varier la longueur du fil d’une quantité égale à la 
distance des deux courbes. 


g 6. — POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES 

itt. — On appelle points siiuiuliers d’une courbe plane 
les points qui offrent quelque particularité indépendante du 
choix des axes. 

D’après cette définition, les points où l’ordonnée est maxiina 
ou niiniina ne sont pas des points singuliers, car ils perdent 
leur propriété ipiand on fait varier la direction des axes. C’est 
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d’une ellipse, 
qui répond au maximum de l’ordonnée quand on rapporte la 
courbe à scs axes, perd celte propriélé si l’on prend pour axes 
deux diamètres conjugués quelconques. 

Nous supposerons d’abord l’équation de la courbe résolue 
par rapport à y. 

Nous aurons à considérer les points singuliers que peut pré- 
senter une même branche de courbe; puis ceux qui résultent 
de la rencontre de plusieurs branches. 

it*. — Points singuliers que peut présenter une même 
branche. 

f. Points d'inllcxion. Nous avons déjà eu occasion de 
parler de ces points au n° 111; ce sont ceux où le coefficient 
angulaire de la tangente f (x) passe par un maximum ou par 
un minimum, et où par conséquent /’”(x) devient nul ou in- 
fini. Nous avons donné pour exemple du premier cas la sinu- 
soïde; on peut prendre ]iour exemple du second cas la courbe 

9 * 

,j—h + X-h-r7i 1^'- 
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On tire de celle équalion 



Le poinl M qui répond aux coordonnées 


x=0 cl x = li, 


estunpointd’inflcxion. Le coefficient angulaire y' est décrois- 
sant pourx négatif et croissant pourx positif; il passe donc 
par un minimum pourx = 0; la seconde dérivée if prend 
alors une valeur infinie. 

On peut remarquer que quand y" est nul , le rayon de 
courbure p (114) devient infini ; et quand y" est infini, le rayon 
de courbure est nul. On voitdonc qu’aux points d'inllexion le 
rayon de courbure devient nul ou infini. 

ISS. — II. Points d’arrêt ou de rupture. Ces points sont 
ceux où l'ordonnée passe brusquement d’une valeur finie à une 
valeur infinie ou à une autre valeur finie. 

I. Soit, par exemple, la courbe 

y = 1— 

Si l’on fuit varier x de — oo 
à 0, y est positif et augmente 
de 0 à 1 , ce qui donne la bran- 
che oA. Si l’on fait varier x 
de 00 à 0, y est négatif et 
augmente de 0 à l'infini, ce qui **• 

donne la branche cb. Pour x = 0, on a donc ou une ordonnée 
finie 0A= 1 , ou une ordonnée négative infinie en valeur ab- 
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solue. Ainsi rordonnce passe brusquement d'une valeur finie 
à une valeur infinie. 

II. Soit en second lieu la courbe 


I X 

Il = arc . tan" ^ . 

'’x 1 + x* 


Si l’on fait varier x de — x à 0, y est négatif et varie 


de 0 à — 2‘ ^ varier 



X de -1-00 à 0, !/ est positif 

V et varie de à 0 -|- Pourx=0 

l'ordonnée passe donc brus- 
ng. ju, quement de la valeur finie 

— 5 à la valeur finie -l- 

Ce genre de points singuliers ne se rencontre que dans les 
courbes transcendantes. 

1 * 4 . — III. Points saillants. On nomme ainsi les points 
où le coefficient angulaire de la tangente passe brusquement 
d'une valeur finie à une autre valeur finie, et où par consé- 
quent la courbe semble se briser et former un angle dont le 
sommet est le point saillant. 

Soit, par exemple, la courbe 


:/i -l-x . arc tang 




V \ 

//' 

\\ 

'■\ 

//' 

\ 

/ 

0 

* 


On tire de celle équation 

î/'=arctang^-^-^-.. 


Fig. 21. Or, on vient de voir que pour 

x = Ocetlc fonction passe brusquement de la valeur — à la 
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valeur H- La courbe se brise doue au point A, qui devient 

le sommet de l'angle formé par les deux parties consécutives 
de la courbe ; ce sommet est le point saillant. 

Ce genre de points singuliers ne se rencontre également 
que dans les com bes transcendantes. 

its. — Points singuliers résultant de la rencontre de plu- 
sieurs branches. 

I. Points multiples. Ces points sont ceux où deux branches 
de courbe se croisent. Cela arrive lorsque y a deux valeurs 
distinctes qui se confondent pour une valeur particulière 
de X, et (lu’en même temps y' conserve deux valeurs dis- 
tinctes. 

Un peut prendre pour exemple l'équation 


y-—x 


. 0 ,-. 


Pour x = 0 on trouve 


1 ôx -H 2o 
2\b \X+a 


y = 0 , et y’=±^/‘! 

La courbe a la forme indiquée 
(lig. 22) ; le point 0 est un point 
multiple. 

Ces points se rencontrent dans 
les courbes dont l'équation contient 
des radicaux d'indice pair. 

it«. — Il peut arriver que les deux branches de courbe au 
lieu de se croiser soient tangentes. Le point de contact est alors ce 
qu’on appelleun point multiple avec contact, et il est dit de 
première ou de deuxième espèce , suivant que les deux 
branches sont situées de part et d’autre de leur tangente 
commune ou d’un même côté de celle tangente. 


V 



Fig, ii. 


9 
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Ce qui caractérise ccs jioinls, c’est d'ahord que deux va- 
leurs distinctes de y se confondent en une seule; que deux 
valeurs de y' se confondent c;;alement en une seule ; et le 
point est de première on de deuxième espèce, suivant que sur 
les deux branches y" a des signes différents ou le même 
signe. 

Comme exemple d'un point multiple avec contact de pre- 
mière espèce, on peut prendre la courbe (llg. 25) 


ÿ = 1 -4-X. 

On a dans ce cas 

ix üx’ y» _ 2 ix_^ 1 5x’ 


“ \ I -f-x 
Pourx = 0, on trouve 

y = 0, y'=0, et y" 


10 (l-t-x)" 


1 

■ 2’ 


Les deux valeurs de l'ordonnée se réduisent à une seule; il 
en est de même des deux valeurs 
de y' ; quant aux deux valeurs de 
y", elles restent distinctes et de 
signe différent ; le point O est donc 
un point multiple avec contact de 
première espèce. 

Comme exemple d’un point mul- 
tiple avec contact de deuxième espèce, nous prendrons la 
courbe (lig. 21), 


Y ■ 




i 

L 



P'x 

X 

Fit:. 




1 


y = x’ -+- 2 V I X. 


On a dans ce cas 


, ,, ix -f- 5x* 

!/' = 2x4-- -, 

• k V l 


iy"=2- 


8 -I- 2ix-)- l.5x 
8(l-t-x)' 
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Pour x = 0, on trouve 

!/ = 0, V = 0, »/ = ‘i±l; 

les (leux valeurs de y se réduisent 
encore à une seule, il en est de 
meme des valeurs de y'; mais les 
deux valeurs de y" restent distinctes 
et ont toutes deux le même si^ne. 

Le point ü est donc bien un point 
multiple avec contact de deuxième 
espèce. 

it». — II. Points de rebroussement. Ce qui caractérise 
ces points, c’est (|ue l’ordonnée est imaf^inaire, soit en deçà, 
soit au delà; qu'elle a deux valeurs distinctes, soit au delà, 
soit en deçà, (jui se confondent en une seule au point consi- 
déré, et que le cocincient angulaire y' a aussi deux valeurs 
distinctes qui se confondent en une seule en ce point. La 
courbe présente donc au point de rebroussement deux bran- 
ches tangentes entre elles, mais ijui 
ne s'étendent (pic d'un côté de ce / 

point. Le point de rebroussement est 
dit de liremière ou de deuxième cs\tèc(', 
suivant que les deux branches .sont si- | 
tuées de part et d'autre de leur tangente T 

commune ou d’un meme côté de cette Fis -s. 

tangente, ce qu’indique le signe de y". 

Soit (fig. 25) l’équation 

4 - 

y — h+X-^~ x\ 

on en tire 

2 ? • — 
y'=i+^x^, et y"=y/x- 
O 

Pourx=0 on a y = h, y’=i- d’ailleurs y devient imagi- 
naire (ainsi que y') pour les valeurs négatives de x. De 


\ 
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plus if n uii signe différent sur les dcu.'t branches. On a donc 
nu point A nn point de rebroussement de première espèce. 
Soit au contraire ((ig. 20) l’équation 

I 2 

y = /i 4- X 4- x’ -f- - x’, 

on en tire 

-|-X4-X‘, et 4 - ^^/i. 

Pour x= 0, on a 1 / = ft, ÿ' == y et 

ÿ est imaginaire pour les valeurs né- 
gatives de X. De plus, pour de très- 
peliles valeurs positives de x, les deux 
valeurs de y" sont de même signe. Le 
point A est donc un point de rebrous- 
sement de seconde espèce. 

1*8. — 111. Points conjufjue's (ou isolés). Ces points pro- 
viennent ordinairement d’une branche de courbe fermée qui 
se réduit à un point pour une valeur particulière d’un para- 
mètre entrant dans l’équation 
de la courbe. Ils sont caracté- 
risés parcette circonstance que, 
en deçà et au delà, l’ordonnée 
' est imaginaire, jusqu’à une 
valeur convenable de X; etqn’au 
pointlui-mômei/'est imaginaire. 
Soit, par exemple, la courbe 

v’x(x-l-o) (x — b) 

! — ! ’ 

■’ m 

qui a la forme représentée par la figure 27. 



Fig. S7. 
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Si l’on fait riiypotht’se n = 0, réijuation devient 


y — 


x^x- 

m 


h 


d’où 


y — 


ôx — 

2m \ X — I) 


Pourx = 0ona y=0. Mais pour ’i / 

des valeurs positives de x moindres 
que b , ou pour des valeurs négatives _ ^ 
de cette variable, y est imaginaire. Au " 
point 0 lui-niémc((ig. 28), y' est ima- 
ginaire. Ce point est donc un point 
conjugué. 

las. — Supposons maintenant que l’cqualion ne puisse 
pas être résolue par rapport à y, soit f(x, y) = 0 cette 
équation. 

Rappelons -nous qu’on en déduit par la diiTêrentiation 
(30, 50) 




V 


\ 


Fie. 2H. 


L’équation (a) donne y' ■ on substituant cette valeur dans 
l'équalion (b), on en tire y"; et, en substituant les valeurs 
do y' et do y" dans l’équation (c), on en tirerait y”'; et ainsi 
de suite. 

Il n'y a rien de particulier à remarquer pour les points 
singuliers que peut présenter une meme branche de courbe. 
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Mais il peut arriver qu’au point que l’on considère on ait 
à la fuis 



et 




= 0 ; 


Dans ce cas, l'équation (o) qui donnait y' devient illusoire, et 
c’est alors l’cquation {(>) qui donne cette première dérivée, 

attendu que le terme en y" disparait, puisque 0» c’esl-à- 

dire qu’alors y' est donné par une équation du second degré. 

Si les racines sont imaginaires, on a affaire à un point 
conjugué. 

Si les racines sont réelles et inégales, c’est un point mul- 
tiple ordinaire. 

Si les racines sont égales, il s’agit d'un point multiple avec 
contact, ou d’un point de rebroussement. Si y conserve une 
valeur réelle en deçà et au delà du point considéré, c’est un 
point multiple; si y devient imaginaire en deçà ou au delà, 
c'est un point de rebroussement. 

Dans les deux cas, l’es/iére du point sera donnée par y", 
que l’on tirera alors de l’équation (c), attendu que y"' dispa- 
raît, puisque ^ est nul. Si les deux valeurs de tf sont de 

signe contraire, on aura affaire à un point multiple de pre- 
mière espèce ou à un point de rebroussement de première 
espèce ; si les deux valeurs de y" sont de même signe, ce sera 
un point multiple de deuxième espèce ou un point de re- 
broussement de deuxième espèce. 

Les détails qui précèdent suffisent pour les besoins de 
l’application. 


§ 6. — COURBES A DOUBLE COURBURE 

1*0. — Une courbe quelcom|ue, dans l’espace, est repré- 
sentée, en coordonnées rectangulaires, par deux équations 
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entre les trois variables x, y, z. Ces deux équations sont celles 
de deux surfaces dont l’inlcrseclion est la courbe considérée. 
Le plus souvent les deux équations ne renferment chacune 
<|ue deux variables et se présentent sous la forme 

(1) = >J = •!/{-), 

elles représentent alors les cylindres qui projettent la courbe 
sur le plan des xî, et sur le plan des yz. 

On prend ordinairement 2 pour variable indépendante ; 
cependant, pour la symétrie dos formules , il est souvent 
commode de regarder x, 1/ et 2 comme fonctions d’une va- 
riable indépendante auxiliaire; on adopte alors généralement 
pour variable indépendante l’arc s de la courbe ; x, y, z sont 
considérés comme fonctions de .v. 

fsi. — Expression d'un élément de la courbe. Soient x , 
•/, 2 les coordonnées d’un point M de la courbe, et soient 

X -I- Ax, y + MJ, 2-4- A2, 

les coordonnées d’un point voisin M'. Si l représente la droite 
qui Joint les points M et M', on aura, d'après une formule 
connue de Géométrie analytique à trois dimensions 

/ = y^AX Ay -4— A2 • 

Si l’on rapproche indéfinimcnl le point M' du point .M, la 
corde l de l’arc MM' tendra vers l’arc lui-même, que l’on re- 
présente par ds, en même temps que Ax, ai/, A2 tendron t 
respectivement vers dx, dy, dz. On aura donc 

(h — lim . v^Ax* -f- AI/* -f- A2* , 
ou 

(2) ds = v'dx* -I- dy' -+- dz'. 

L’arc infiniment petit ds est ce qu’on nomme un élément de 
la courbe. 
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Si I on prend z pour variable indé|)endante, on peut écrire 

.. dx dii , 

ou, en tirant ^ études équations (1) de la courbe 


(•■) 




*»*- — Tangente. Les équations de la droite qui joint les 
points M, M' ayant pour coordonnées 

x,y,z, et x-i- AX, y-(-Aÿ, 3 4-A2, 

sont, en de.'-ignant par X, \ , Z les coordonnées courantes, 

X-x = ^(Z-3), et 

Si l'on fait tendre M' vers M, la sécante MM' tendra vers la 
tangente en M ; en même temps 

— et — , tendront vers et — 

A2 A2 (/ç * 

les équations de la tangente sont donc 

On peut les écrire symétriquement sous la forme 
dx du dz 


( 5 ) 


X — X V — y L — z' 


Ou remarquera que les équations (4) sont celles des tan- 
gentes aux courbes représentées par les équations (1); ainsi 
la projection de la tangente à une courbe est tangente à la 
projection de celte courbe, ce qu'il était aisé de prévoir. 
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CoMsidcrons les points de la courbe et de sa tangente qui 
correspondent à l’ordonnée z + A, /i étant une quantité inli- 
niment petite. Soient x,, ÿ,, z -(- /i les coordonnées du pre- 
mier de ces points, que nous appellerons p; et z 
colles du second, que nous appellerons P. Ü'après ce qui a été 
expliqué au n“ 99, la dilTérencc X, — x, sera un infiniment 
petit du second ordre, si la courbe n’éprouve pas de discon- 
tinuité au point que l’on considère; et il en sera de meme de 
la dilTércnce Y, — y,. On en conclut aisément que la distance 
des points P et p estclic-méme un infiniment petit du second 
ordre, car cette distance 3 a pour cvprcssion 

3 = (X, — xJ’ -+- (Y, — y, y -h 0. 

Or, d’après ce qu’on vient de dire, h étant rinfinimcnt petit 
principal, les différences X, — x,, et Y’, — y^, sont de la 
forme kh' et k'h*, k et k' étant des coefficients finis. On a 
donc 

3 =/i’ V , 

quantité infiniment petite du second ordre. 

On ferait voir, comme an n" 99, que la tangente au point 
X, y, Z ne passe pas par le point x-f-dx, ÿ-f-dÿ, z+dz, et que 
si ces dernières coordonnées paraissent satisfaire aux équa- 
tions de la tangente, c’est parce «lU’on néglige les infiniment 
petits du second ordre. 

isatis. — On sait que six = az-f-p, |/=tz-+-q, sont 
les équations d’une droite, les cosinus des angles qu’elle fait 
avec les axes ont respectivement pour valeur 

a b i 

-+- 1* -t- 1 y'a’ -f- -1- 1 ' y* «' -H t’ -f- 1 

Si l’on applique ces formules à la langente, on aura donc, 
en désignant par a, g, y les angles qu’elle fait avec b s axes 
des X, des y et des z. 
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(G) COS at: 


\/W- 


<1x 

(li 


(dyÿ 


_f/x_ 

' v'(7r’ + (/!/’-F-</j* 


dx 

(Is 


cl de même 


coslî=: 


(Is 


et 


co s Y 


(h 

ds' 


ISS. — Plan normal. Toutes les perpeudiciilaires à la tan- 
gente menées parlepoint do contact sont des normales; le lieu 
de ces normales est un plan perpendiculaire à la tangente et 
auquel on donne le nom de jdan normal. 

Ce plan, passant par le peint de contact dont les coordon- 
nées sont X, y, 5, son équation est do la forme 


.A (X - x) -+- B (Y — y)+C{l — Z) = 0. 


Pour qu’il soit perpendiculaire à la droite, représentée par 
les équations ( i), il faut qu'on ait 


A = 



et 


B = C. 


!hi 

dz' 


Substituant dans ré<|uation précédente ces valeurs de A cl 
de B, et supprimant le facteur C devenu commun, on 
obtient 

(7) (X-x)^-t-(Y-;/)^-h(Z-î) = 0, 
ou 

|X — x) dx -1- (V — y) dy (Z — s) dz— 0, 

c’est l’équation du plan normal. 

134 . — Plans lanyents. Tout plan mené suivant la tan- 
gente porte le nom de, plan langent. L'équation générale des 
plans tangents est évidemment de la forme 

(8) |(X — x)(/i— (Z — 3)d.r|-+->,[(Y — y)dz — (Z — 2 )dÿ| =0, 
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car celle équation représente un [ilan, et ce plan contient la 
tangente, puisque l’équation (8) est satisfaite en même temps 
que les équations (4) de la tangente. 

Nous remarquerons encore ici (|ue ce plan, qui passe par le 
point X, y, 3, ne passe pas par le point dont les coordonnées 
sont X -+- dx, y -f- dy, z -(- dz, et que si ces coordonnées pa- 
raissent satisfaire à récpialion (8), c’est parce qu’on néglige 
les infiniment petits du second ordre. 

ISS. — Plan osculaleur. I. Considérons trois points con- 
sécutifs M, M', M" sur la courlie; par ces trois points, ipii 
ne sont pas généralement en ligne droite, on pourra faire 
passer un plan. Si l’on fait tendre les points M' et M" vers le 
point M, ce plan tendra vers une position limite; le plan qui 
occupe celle position limite est ce que l’on appelle le plan os- 
culateur au point .M. 

Ce plan devant [lasser par le point M, dont les coordonnées 
sont X, y, 3, son équation est de la forme 

A (X — X) -t- Il (Y — ÿ) -t-C (Z — 3) = 0. 

Nous supposons X, y, et z fonctions d'une variable auxiliaire 
indépendante. 

Si x-hdx, ÿ-f-f/i/, 3-)-i/3 soi.l les coordonnées du 
point .M', elles doivent satisfaire à l'équation du plan, ce qui 
donne 

Af/x - 4 - lidy -I- Cf/3 = 0. 

Les coordonnées du point M" étant 

X “|— dx -f- f/*x, y -|— dy -l— z -f- dz -f- d*3, 

elles doivent également satisfaire à l'équation du plan, ce qui 
donne, en ayant égard à la relation ci-dessus, 

Ad'x-hPd'y-hCd'z=0. 

De ces deux dernières équations on tirera les rapports 


% 
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^ et et, en substituant pour A et B leurs valeurs en C 

dans l'équation du plan, et supprimant le facteur C devenu 
commun, on obtiendra 


,q ( — x) {dyd'z — (k d'x) -1- (Y — y) (<h d’x — dx d*z) 

( + (Z — z)(dxd‘y — dyd‘x) — 0, 

c’est l’équation du plan osculateur. 

On en ferait disparaître les infiniment petits on divisant 
par (/,<*, sis est la variable indépendante. Six'.x", y', if,z',z" 
représentent les premières et secondes dérivées de x, y cl z 
par rapport à s, on pourrait écrire 

(X-x) {,fz”-zY)-hiY-y} (z'x”-x’z") 

+ (Z-z) (xy-y'x") = 0, 


équation qui ne renferme plus d’infiniment petits. 

H. Le plan osculateur contient la tangente en M ; car si 
l’on remplace X — x, Y — y, Z — z par dx, dy, dz qui leur 
sont proportionnels en vertu des équations (5) de la tangente, 
tous les termes de l'équation (9) s’entre-détruisent. Le plan 
osculateur est donc compris parmi les plans tangents. 

III. Si l’on prend z pour variable indépendante, il en résulte 
dz= constante et d’z=0. L’équation du plan osculateur de- 
vient alors, en divisant p ir </;•’; 


(9 iis) 


/V i </*!/ ,v 

+ -“' 5 ? 

, /dx d'y dy d'x\ „ 


Sous cette forme, on reconnaît aisément que le plan oscu- 
lalenr au point M, dont les coordonnées sont x,y, z, est pa- 
rallèle à la tangente au point M' ayant pour coordonnées 


■dx, y 


dy, z+dz. En effet : et étant les coeffi- 

dy 


(U 
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cients angulaires de la tangente en M, ceux de la tangente 
en M' s’obtiendront en y changeant x en x dx et 1 / en y dy, 
ce qui donne 


dx 

(U 



et 


(h 


di* 


(h. 


Or, on sait que pour qu’une droite, ayant pour coerfieients 
angulaires a et b, soit parallèle au plan qui a pour équation 

Ax 4 - I!y + Cî -)- D =0 , 


il faut et il suffit qu'on ait 

An 4 - Bft 4 - C = 0. 


Dans le cas qui nous occupe, cette condition devient 


dî* [dz dî* J di* \di 

\dz'dz' dzdz'J ’ 



égalité qui est en effet satisfaite d'elle-méme, attendu que les 
termes du premier membre s’entre-détruisent. 

IV. On déduit encore de ce qui précède que la plus courte 
distance des tangentes menées en M et en M' est un infiniment 
petit du 5' ordre. En effet ; cette distance n’est autre chose 
que la distance du plan oscillateur à la tangente en .M' qui lui 
est parallèle. Il faut donc démontrer que celle-ci estiin infini- 
ment petit du S' ordre. On simplifie la démonstration en pre- 
nant la tangente en .M pour axe des z, le point M pour origine, 
et le plan osculateiir en ce point pour plan des zx. L'équation 
(9 b\s) du plan osculaleur se réduit alors à 



d*x 


0 , 


car on a x = 0, y = 0, z= 0, puisque l’origine est en M, et 
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^ = 0 avic ^ = 0, puisque l’axe Jes : 
(h dz ' 


est une tangente. 


Pour que le plan osculateur se confonde avec le plan des zx^ 
et que son équation se réduise à Y = 0, il faut donc qu’on ait 

= 0. 

di* 


Cela posé, soit t/=>l ( 3 ) l’équation de la projection de la 
courlic sur le plan des ijz ; on aura par la série de Maclau- 
rin (69) 


ÿ = >nü)-4-U'(0)-j;-+-’r'(0) 


I .-1 


> 1 "" ( 0 ) 


1.2.5 


■Mais (0) est nul, puis(|ue la courbe passe par l’origine ; 
*r (0) est nul, puisqu’elle est tangente à l’axe des 3 ; enfin, la 

(pu 

condition = 0 revient à M"' (0) = 0. Il reste donc 

M V 

Üoncsi3 est un infiniment petitdu premier ordre, comme cela 
doit avoir lieu pour le point M' infiniment voisin du point M, 
l'ordonnée ÿ, qui mesure la plus courte distance du i)lan oscu- 
lateur à la tangente en M', est un infiniment petit du 5' ordre. 

11 en résulte qu’eu négligeant les infiniment petits du 
S” ordre, on peut regarder le plan osculateur en M comme 
contenant les tangentes en M et M'. 

ISS bis. — Normale principale. On donne le nom de nor- 
male principale à la perpendiculaire à la tangente qui se 
trouve dans le plan osculateur. C'est l'intersection du plan 
osculateur avec le plan normal ; et l'on pourrait obtenir ses 
équations par cette considération. Mais il est préférable d’em- 
ployer la méthode suivante, qui conduit aisément à diverse.s 
autres conséciuenccs utiles. 

Soient. M et M' deux points infiniment voisins sur la courbe; 
■MT et M'T' les tangentes en ces deux points. La distance de la 
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Uô 


”rr 


Si' 


.1 

M 


taiigenle M'T' au plan osculaleur mené en M étant un infini- 
ment petit (lu 5’ ordre, on peut, en négligeant les infiniment 
petits de cet ordre, regarder M'T' comme contenu dans le 
plan oscillateur. Supposons que ce soit le plan de la figure. 
Soit C le centre de courbure en t 

M de l'arc MM' considéré ainsi 
comme plan; menons CM et 
CM' ; la droite MC, normale en 
.M (1 13), sera la normale prin- 
cipale. Par l’origine des coor- 
données, menons les droites Ot 
etüt' parallèles à MT et à M'T' Fifr. 

et égales à Tunité, et joignons U'. Le triangle MCM' peut être 
considéré comme un triangle rectiligne isocèle, dont l’angle 
en C est égal à l’angle de contingence, que nous représente- 
rons par d:, et dont les angles à In base sont aussi voisins 
qu’on le voudra de 90°. ür, le triangle iOl' est aussi un triangle 
isocèle, dont l’angle en ü est égal à l’angle de contingence; il 
est donc semblable au triangle MCM'; et, puisque 0( et 0(' 
sont respectivement perpendiculaires aux normales MC etM'C', 
il faut que le troisième côté II' soit perpendiculaire à .MM', et 
par conséquent aussi voisin qu'on le voudra d’étre |>arallèleà 
MC. La direction de la normale principale .MC est donc en dé- 
finitive celle de la droite II', et tout se réduit à trouver celte 
dernière. 

Pour cela, soient r;, Ç les coordonnées du point t; 
ç -+- (/;, r, -h dr„ î^-h seront celles du point t'. La dis- 
tance dz de ces deux points sera exprimée (151) par 


dz — \ “t- d/,' “K d,*; 


et si gi, V désignent les angles que ti' fait avec les axes, on 
aura (152) 

d; dfi d; 

cos\—-j-, cos ;j. = , cos V = . 

(Iz (Ij (17 
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ür, a, 3, Y désignant les angles de la tangente MT ou de la 
parallèle 0/ avec les axes, on a 

;=Ot.cosa, y; = 0/. cos 3, ; = 0/.cosY, 

ou simplement, puisque Of = 1 , 


= = cosa, r,— cos^, ï=cosy. 
Maison a trouvé au n° 152 


dx . du dz 

cosa= cosJ=-.-, cosY = -, 
fis- ns ds 

On a donc 


, dx dij „ dz 


et, par suite, 


d; 



dy 

ds' 


d: = d. 


dz 

ds' 


Il est commode de prendre s pour variaMe indépendante ; 
on peut écrire alors 



dr,=ÿds, 



ds. 


La valeur de dj devient alors 
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et l’on trouve enfin, pour les angles n, v, les valeurs 


I 


( 9 ) 


cosX = 


rf*x 

(/s' 




COS|x: 


(l'y 




cos V = 


rf.v’ 




La direction de la normale principale se trouve ainsi déter- 
minée. 


ne. — Rayon de courbure. L’arc di mesure l’angle tOl' 
dans le cercle dont le rayon est 1 ; c’est donc la mesure de 
l’angle de contingence MCM'. On a donc, en désignant par p 
le rayon de courbure MC du cercle osculatcur en M (H4), 


( 10 ) 


dî 

d» 


1 . ds 

:-,d ou p = ^: 
P ds 






Remarqld I. On remarquera qu’à l’aide de cette valeur 
on peut écrire les valeurs des cosinus des angles X, |x, v de la 
normale principale avec les axes sous la forme 


(H) 


d*x d*u 

cosX=p^^^, cosp = ^. 


cosv 



Remarque II. On peut observer aussi que les formules qui 
précèdent sont applicables aux lignes planes; il n’y a de dif- 

ÎO 
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férence qu’en ce que, dans ce cas, les résultats dn calcul sont 
généralement plus simples. 

JS». Seconde courbure, deux plans osculateurs consécu- 

tifs font entre eux un angle dièdre infiniment petit, que nous 
désignerons par dO, et que l’on appelle l’angle de torsion ou de 
seconde courbure. On assimile cette seconde courbure à la 
courbure d’un cercle, et l’on nomme rayon de seconde cour- 
bure le rayon d’un cercle dont la courbure serait équivalente 
à la torsion de la courbe considérée. Si p, désigne ce rayon de 
courbure, on jiose par analogie 


do 1 ... 

— = d ou F, = :î;: 
ds P, 


ds 

dÔ’ 


Pour obtenir l’angle dO, il faudrait, dans l’équation du plan 
osculateur, changer x, y, z en x -h dx , y -h dy , z -t- dz , 
et chercher l’angle des deux plans ainsi obtenus. Cet angle, 
que nous désignerons par dv, est l’angle de torsion correspon- 
dant à l’arc ds; la torsion par unité de longueur de la courbe 

est donc, au point considéré, ; et son inverse ^ est le 

rayon de torsion ou rayon de seconde courbure. 

On peut encore suivre une autre méthode et employer des 
considérations analogues -à celles qui nous ont servi aux 
, . n“* 135 et 156. Nous renverrons 

{ j I pour cette question, qui a peu d’u- 

tilité dans la pratique, à des traités 
plus étendus. 

*S8. — Application à l'hélice. 
Nous supposerons que l’on prenne 
pouraxe des z l’axe de l’hélice, et que 
- — ^ l’on fasse passer Taxe des x par un 
point A pris sur la courbe. Soit AB.V' 
la trace sur le plan des xy du cylindre 
sur lequel l’hélice est tracée ; soit 


-r 

! 


'"v- 


M 

-V. 

' '"V' 


"Gtfoslc 


Fij. 30. 


1*7 
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r son rayon. Soit h le pas de l'hélice ; nous poserons 



Soient x = O0, j/ = Py, z=MP les coordonnées d’un point 
de la courbe, et soit <>> l’angle que le rayon UP fait avec OX. 
Les équations de l’hélice seront 

(12) x = rcoso), y — rsinia, %=~u>=rtangi.b>. 
On en tire 

dx = — rsinudü), ÿ = + rcosudw, d2 = r tangi. du, 
ou 


dt = — !/ dy — -hxdb>, dz = r tang t . dw. 
Par suite 

ds ---- d(o v'r’ + rHang’i = 

’ cos I 


Les équations de la tangente sont, en supprimant le fac- 
teur do). 


(13) 


— y ^ _ rtangi 

- z'zr^- 


On voit, en premier lieu, que la projection de la tangente 
sur le plan XOY a pour équation 

(X — x) X -t- (Y — y) y = 0 


ou 

Xx4- Yÿ=:r*; 


c’est l’équation de la tangente PR au cercle de base, menée 
par le pied P de l’ordonnée du point de contact. On démontre 
cette propriété dans Tes Éléments. 
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On voit, en second lieu, que le cosinus de l'angle que la 
tangente fait avec Taxe OZ de riiélicc, c’est-à-dire a pour 


valeur lequotienldcr langi par , c'esl-à-dirc sin i, quan- 
tité constante. C’est encore une propriété connue. 

Si l’on fait Z = 0 dans les équations de la tangente, on 
trouve 


X — X 


rtangt ’ 




XX 

rtangi' 


X et Y désignant alors les coordonnées du point R où la tan- 
gente perce le plan XOY. 

On a donc 


PR=v'(X-x)*4-(Y-y)*=.^. =r.; 


c’est-à-dire que la distance PR est égale à l’arc AP ; cette pro- 
priété SC démontre aussi dans les Éléments. 

Des valeurs trouvées plus haut pour dx, dy, dx, ds, on 
tire 


dx 

ds 


ÿcosi dy _ 
~r~' — 


xcost dx . . 

, -7-=SltU; 

r ds 


on en déduit 

(Px cos i dy cos*< 

ds' r ' ds ft 

• d'y cos i dx cos’i 

ds' r ' ds r* ^ ’ 



Cette dernière relation montre que la normale principale a 
une direction perpendiculaire à l'axe des x ; car elle revient 
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à cosv = 0. Les deux premières donnent 



ce qui montre que la i.rojection de la normale principale sur 
le plan des xy coïncide avec le rayon OP. I.a normale prin- 
cipale .MN rencontre donc l’axe de l’hélice et lui est perpendi- 
culaire. 

Le plan osculateur se trouve dès lors déterminé par la tan- 
gente MR et par la normale principale MN ; il fait donc un 
angle constant avec cet axe. 

Eiilin, le rayon de courbure est donné par la formule 


1 1 



c’est une quantité constante. Il est facile d'en déduire que le 
lieu des centres de courbure est une hélice de même pas que 
la proposée , mais tracée sur un cylindre de meme axe ayant 
pour rayon p — r ou rtang*i. 

Dans l’hélice, l'angle de torsion et le rayon de seconde cour- 
bure peuvent s’obtenir'directement comme il suit. Soient M 
et M' deux points inOniment voisins sur la courbe. Concevons 
que par l’origine des coordonnées on mène deux droites res- 
pectivement perpendiculaires aux plans osculatcurs en M et en 
M'; ces perpendiculaires feront avec l’axe de l’hélice des an- 
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gles égauxàt; et détermineront avec ccl axe un angle trièdre 
dans lequel l'angle dièdre qui a pour arête Of sera exprimé 
par du. L’angle des deux perpendiculaires sera d'ailleurs dv. 
Si, dans la formule fondamentale de la trigonométrie sphé- 
rique 

coso= cosbeose -+- sinfrsinccosA, 

on fait 


a=dT, b = c = i et A = du, 


on trouve 


cosdT = cos* t sin’ i . cos du, 


ou, attendu que dr et du sont infiniment petits , 

. dx* t ■ , ■ t ■ ( t 

1 ^ = cos’t-4-sm’j 11 , 

relation qui se réduit à 


d’où 

Or 

il vient donc 


dx* . du* 

T = s.n’«.-^; 


dx = sin t . du. 

, ds.cosi 
du = ; 


dx 


sini cosiJs 


d’où 


dx sini cos t ds 

et ^- = p, 


ds 


suit cost 


en appelant p, le rayon de seconde courbure. 
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tSl 


t 7. - (UIIFACCS COURBES. — NOTIONS SUR LA COURBURE. 

ise. — Plan tangent. On sait qu'une surface, quand on ia 
rapporle à des coordonnées rectangulaires, est représentée par 
une équation entre ces coordonnées. 

Soit 

(1) /-(x,ÿ, s)=Ü 

l’équation de la surface considérée. Si par le point M, dont les 
coordonnées sontx, y, z, on fait passer une courbe tracéesur 
la surface, courbe qui sera en général à double courbure, les 
équations de la tangente en M à cette courbe seront (132) 

m _Ë£_ — — JÎi_ 


Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dx, dy, dz, 
doivent satisfaire à la relation qu’on obtient en différentiant 
l’équation (1), savoir (53) 


( 5 ) 


dx 


dx 


dy 


dy 




dz 


dz = 0. 


Si, dans cette dernière relation, on remplace dx, dy, dz par 
les quantités X — x, Y — y, Z — z qui leur sont proportion- 
nelles en vertu des équations (2), on trouve 


'*1 

Celte relation entre les coordonnées courantes X, Y, Z de la 
tangente demeure la meme pour toutes les tangentes que l’on 
peut mener à des courbes tracées sur la surface et passant par 
le point M. Elle représente donc le lieu de ces tangentes. Or, 
l’équation (4) étant du premier degré en X, Y’, Z, représente 
un plan ; il en résulte ce théorème : toutes les tangentes 


Digilized by Google 


152 


PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 


menées par un même point d'une surface aux différentes cour- 
bes que l'on peut faire passer par ce point sur la surface, sont 
dans un même plan. En raison de celle propriété, on donne à 
ce plan le nom de plan tangent. Son équation est facile à for- 
mer quand on a l'équation de la surface. 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de l’ellipsoïde dont 
l'équation est 



On trouvera 

— ^ d/; _ 2ÿ df _ 2« 

dx a* ' dy b* ' dz ~ c’ 


et l’équation du plan langent sera , en supprimant le fac- 
teur 2, 

{\ — x)x , (Y — ÿ)ÿ , (Z — î)z 


équation que l’on peut écrire 


Xx 

a* 


Yÿ 

6 * 



1 . 


Dans le cas de la sphère, on a 


a= 6 = c= R; 


l’équation du plan tangent devient donc 

Xx -f- \y - 4 - Zz = R*, 

et il est facile de vérifier qu'il est perpendiculaire au rayon 
dont les équations sont 


X = ÎZ et Y = î^Z. 
% 2 
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Les angles que le plan tangent fait avec les plans coordon- 
nés des SI/, des sj; et des si/ ont respectivement pour cosinus 

ilf 


(Ix 


N/(3x) 

1 

if)' + 1 

’!L 

ti<j 

frf/V * 

\(b) 

\/(æ) +1 

Kdy) ' 
<ir 

ih 

' À* 

V©'*' 

iTi + ' 

Wi// 

MX 

\dz) 


(Voy. les traités do Géométrie analytique.) 

140. — Normale. On nomme ainsi la perpendiculaire au 
plan tangent menée par le point de contact. Ses équations 
sont faciles à établir. Comme la normale passe par le point 
dont les coordonnées sont x, y, *, ces équations sont de la 
forme 

X — x = a(Z — s), Y — y — b(Z — z). 

D’ailleurs, le plan tangent est représenté par l’équation (4) 
du numéro précédent. Or on sait que si une droite a pour 
équations 

x = os-t-m, y=bi + ii. 


et si un plan est représenté par 

Ax -t- Bÿ -t- Cs 4- D = 0 , 

A B 

les conditions de perpendicularité sont a = ^et <> = g. Dans 
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le cas actuel, on aura donc 



Par conséquent, les équations de la normale sont 


‘IL IL 

X-x=ÿ(Z-*) et Y-y=ÿ(Z-2), 
di dz 


ce qu’on peut écrire sous la forme plus symétrique 
X — X Y — y Z — Z 


( 5 ) 


{%) m 


Les cosinus des angles que cette droite fait avec les axes 
des X, des y et des z ont respectivement pour valeur 

IL 

dx 


vlMlFIT’ 

IL 

IL 

\/(f4) 
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Remarque. Lorsque l’équation de la surface est donnée sous 
la forme 

Î = ?(x, ÿ) ou ?(x,ÿ)— Î = 0, 

la dérivée du premier membre par rapport à z se réduit 
à —1; et si l’on représente par p et ç les dérivées partielles 
par rapport à x et par rapport à y (57), les cosinus des ani^les 
que la normale fait avec les axes deviennent 

/> 1 — ^ 
v/p* + 9*-l-l’ v^p*-f-q*-t-l ’ + — 1 

En même temps, les équations delà normale deviennent elles- 
mêmes 

(X— x)-+-p(Z— z)=0, 

et 

(Y — ÿ)-H9(Z — 3) = 0, 

forme sous laquelle il est utile de les retenir. 

141 . — Tout plan mené suivant la normale à une surface 
])ortc lui-même le nom de plan normal. L’équation générale 
d’un plan normal est de la forme (6) 

[(X-*) ÿ -(Z-,) [(Y- |] =0, 

X désignant une indéterminée. C’est bien, en effet, l’équation 
d’un plan; et l’on reconnaît aisément que ce plan contient la 
normale, car si l’on y remplace X — x, — y par leurs va- 

leurs en Z — Z tirées des équations (5) de la normale, l’équa- 
tion (6) est satisfaite, quel que soit Z. 

i B. — tUREACCS ENVELOPPES. 

14 ». — Soit f{x, y, Z, a) = 0, l’équation d’une famille de 
surfaces qui ne diffèrent que par la valeur du paramètre a. Si 
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l’on change a en « + (la, les deux courbes f {x, y, 2, a) = 0 , 
et f(x,y, Z, a -h da) = 0 , seront dites infiniment voisines 
l’une de l'aulre. Leur intersection sera une courbe à laquelle 
on donne le nom de caradévist'uiue. Le lieu des caractéris- 
tiques ainsi déterminées par l’intersection de deux suiTaces 
infiniment voisines, faisant partie d'une même famille, est ce 
que l’on appelle Vetiveloppe de ces surfaces. 

La recherche de l'équation de l’enveloppe d’une famille de 
surfaces est tout à fait analogue à celle de l’enveloppe d'une 
famille de courbes (106). 

Soient 

(1) f(x,y,z,a) = 0, 
et 

(2) f(x,y,z, a + ia)~0 

les équations de deux surfaces de la même famille; leur in- 
tersection sera représentée par l’ensemble des équations (1) 
et (2). Mais on peut remplacer l’équation (2) par la suivante, 
qui en est une conséquence. 

,3. /•(j, y,z,a + Aa) —f{x, y, _q 

' ^ sa 

Si l’on fait tendre sa vers zéro, l’équation (3) tendra vers 

(4) f’,(x,y,z,a) = 0, 

et l’intersection des deux surfaces deviendra la caractéristique 
qui répond à la valeur particulière a. Pour avoir le lieu des 
caractéristiques, ou l’enveloppe cherchée, il suffira donc d’éli- 
miner a entre les équations (1) et (4). 

Ainsi, pour obtenir l'enveloppe d'une famille de surfaits 
représentées par une équation telle que f(x, y, z, a) = 0, il 
suffit d'éiiminer le paramètre a entre cette équation et sa déri- 
vée prise par rapport à ce paramètre. 

Kxcmple I. Un plan se meut en passant coMtamment par 
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un point donné et en demeurant à une distance constante d'un 
second point donné; on demande l'enveloppe des positions de 
ce plan. Prenons le premier point pour origine, et faisons 
passer l’axe des z par le second point ; l'équation du plan mo- 
bile pourra être mise sous la forme 

(1) X cos a Y sin a -h fcZ= 0. 

On voit, en effet, que ce plan passe par l'origine. De plus, 
sa distance à un point situé sur l’axe des z à une distance h de 
l'origine est exprimée par 

kh 

vT+F’’ 

quantité constante qui peut être regardée comme donnée, ce 
qui détermine k. Le paramètre arbitraire est ici l’angle a. Si 
l'on différentie l’équation (1) par rapport à ce paramètre, on 
obtient 

(2) — Xsina Ycosa=:0. 

L'équation (i) peut d'ailleurs s’écrire 

X cos a -f- Y sin a = — kZ. 

Élevant au carré et ajoutant, on obtient 

(3) X*-|-Y*=fc'ZS 

c’est l’équation d'un cône à base circulaire, comme on pou- 
vait s'y attendre. 

II. TouverF enveloppe des sphères de même rayon dont les 
centres sont sur une circonférence donnée. L’équation de la 
sphère mobile est 

( 1 ) 

en prenant pour axe des z la perpendiculaire élevée par le 
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centre du cercle donné sur le plan de ce cercle. En même 
temps on a 

Éliminant d’abord ^ entre ces deux équations, on obtient 
(2) x’+ y* -t- 2 * — 2ïX — 2 vR’— a’. y + R’ — r‘ = 0. 
DifTérentiant par rapport à a, on trouve, après avoir divisé 


par 2, 

• 

(5) 

X -1— t 

vR'-a’ 

d’où 

f 

Bx 

a=— T , 

\x*4-y’ 

et 



V'x*-f-y’' 


Substituant dans (2) et réduisant, on obtient 
(4) Æ*-|-y’ — 2R \ x' -h + z' ■+■ K* — r’=0, 

c’est l’équation d’un tore, comme on pouvait le prévoir. 

143. — En chaque point d’une caractéristique, le plan 
langent est le même pour l’enveloppe et pour l’enveloppée. 
Soient, en effet, S,, S,, S, trois surfaces consécutives de la 
meme famille; AB l’intersection de S, et S,, A'B' l’intersec- 
tion de S, et de S,. Les deux courbes AB et A'B' seront deux 
caractéristiques infiniment voisines ; par conséquent, deux 
courbes infiniment voisines sur l’enveloppe. Soit M un point 
quelconque de la caractéristique AB ; joignons-le à un point M' 
infiniment voisin sur la caractéristique A'B', et menons MT 
tangent à AB en M. La droite MT, tangente à une courbe tracée 
sur la surface S, et sur l'enveloppe, est tangente à ces deux 
surfaces. La droite MM', corde d’un arc infiniment petit, se 
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confond avec sa tangente en M, c’est-à-dire avec une tangente 
en M à la surface S, ou à l’enveloppe. Donc le plan des droites 
MT et MM' est tangent en M à la sur- 
face S, et à l'enveloppe ; donc ces 
deux surfaces ont le rocmc plan tan- 
gentau point commun M. Or, ce point 
M est un point quelconque de la ca- rig. si. 

ractéristique AB. Donc enfin l’enveloppe et l’enveloppée S, 
ont les memes plans tangents aux différents points de la 
courbe commune AB; donc ces deux surfaces sont tangentes 
le long de cette courbe. On en dirait autant d’une enveloppée 
quelconque. 

Mais on peut aussi démontrer cette propriété par l’analyse. 

Soit 

( 1 ) f(x,y,3,a)=0 

l’équation de la famille de surfaces considérée, et 
? (x, y, 3) =0 



l’équation de l'enveloppe résultant de l’élimination du para- 
mètre a entre l’équation ( I ) f= 0 et sa dérivée par rapport à a 


( 3 ) 



L’équation du plan langent en un point M d’une caractéris- 
tique, point situé sur la surface (1), est (139) 

,4) 

et l’équation du plan tangent au même point M, considéré 
comme situé sur l’enveloppe, est de même 

( 5 ) + *-=)£=«• 
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Mais l'équation y (x, y, z)=0 n’est autre cbose que l'é- 
quation (1) dans laquelle a est remplacé par sa valeur en 

J P 

X, y, Z tirée de -y- = 0 ; on aura donc les dérivées partielles 


cil différentiant l’équation (1), pourvu qu’on y 

regarde a comme une fonction de x, y, z. On trouve ainsi 
(29, 23) 


dy df df da 

dx ~ dx ^ ~da' dx' 

dy df df da 

dij dy da' dy' 

dy df df da 

dz dz da ' dz' 


J P 

Mais, en vertu de l’équation ^ = 0, qui est une des équa- 
tions de la caractéristique, ces relations se réduisent à 

dy df dtf df dy df 

dx ~ dx' dy dy' dz dz' 

Par conséquent, les équations (5) et (6) sont identiques. 
Ainsi donc, en tous les points d’une même caractéristique 
l’enveloppe et les surfaces enveloppées ont les memes plans 
tangents. Donc enfin chaque enveloppée est tangente à l'enve- 
loppe, et la caractémliqiie est la ligne de contact. 

Il serait facile de vérifier cette propriété sur les e.vemples 
traités plus haut. 


! s. — COURBURE DES SURFACES 

144 . — Courbure des surfaces. Le mot courbure, appliqué 
aux surfaces, n’a pas en Géométrie un sens plus précis que 
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dans le lanffagc ordinaire ; et il n’existe aucune quantité ma- 
Üiématique qui en soit la mesure. On juge de la courbure 
d’une surface en un de ses points par celle des différentes 
lignes que l’on peut faire passer sur la surface par ce point. 

On peut remarquer d'abord qu’il suffit de considérer les 
lignes planes tracées sur la surface. Car si AB est une courbe 
à double courbure menée sur la surface par le point M, son 
plan oscillateur, passant par les trois „ 

points consécutifs M, M', M", déter- 
mine dans la surface une section * 

plane qui a deux éléments consécu- , ' 
tifs MM' cl M'M"ou trois points consé- * , 
culifs M, M', M" communs avec ^VB, Pig. m. 

et qui, par conséquent, a le meme cercle osculatcur et le 
meme rayon de courbure. 

Nous allons cherclicr les relations qui existent entre les 
rayons de courbure des différentes lignes planes que l'on peut 
mener sur la surface par un même point M. 

I4K. — Théorème de Meunier. Soit .MT une tangente ipiel- 
conqiie menée à la surface |iar le 
point M; cl soit .MN la normale 
à la surface au point M. Le plan 
TMN sera un plan normal (141). 

11 coupera la surface suivant une 
courbe AB, que l’on appelle une 
section normale, et dont le centre 
de courbure sera en un certain 
point C sur MN. Nous désignerons par le rayon de courbure 
MC de la section normale AB. 

Par la même tangente MT, faisons passer un second plan; 
il coupera la surface suivant une courbe ab, que l’on peut 
appeler une section oblique; son centre de courbure sera situé 
en un pointe surla normale Mn à cette courbe. Nous désigne- 
rons par P le rayon de courbure Mc de la section obliquent». 

11 
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Soit V l’angle des deux normales MN et Mn. 

La première de ces normales, qui est la normale à la sur- 
face, fait avec les axes coordonnes des angles dont les cosinus 
ont respectivement pour valeur (140) 

V •! — ^ 

v' p'-hq^-h\ V /'* -+-(/’+! \ p’ H- q' 4- \ 

La seconde, qui est la normale principale de la courbe ab, 
fait avec les mêmes axes des angles qui ont pour valeur (156) 

(l'x (l'ij d'i 
^ds^- 


Or, on sait que si deux droites font avec les axes, l’une 
des angles a, b, c, l’autre des angles a',b',c', l’angle V de ces 
deux droites est donne par la relation 

cos V = cos fl cos a' ■+■ cos b cos b' cos c cos c'. 

On a donc, dans le cas actuel, 

(1) + fl. 

-, ds' ds* ** f/.s'* 

COS V = — 

VP’ 4- 7*4-1 

d’x d'y d'z 

ds* ^ ds* ds* _ 

“ v'p’4-7’^ 


Mais la courbe ab étant tracée sur la surface, dont l'équation 
peut être supposée donnée sous la forme z = f{x, y ) , on 
peut appliquer l’équation (9) du n“ 57 , on prenant, au lieu 
d’une variable indépendante et quelconque, l’arc s de cette 
rourbe. On peut donc écrire, en mettant s à la place de a, et 
$, à la place du coefficient différentiel s, pour éviter toute 
mnfusion, 


^ 'lï 

ds*~ Us) *ds‘ds 



d^ 

ds* 


ds* ‘ 
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ün tire de cette relation 


d'x (Ihi (Pz 


/V/x\‘ dx du 

(ffi) 


et. en substituant dans (i), 



( 2 ) 


cos V = P . 



V ]»’ + 9’ + 1 


Concevons maintenant que l'on fasse varier la section 
oblique menée par la tangente MT, l’angle V variera ; il en 
sera de même de p ; mais les deux points M et M' ne cessant 
pas d'appartenir à la section oblique, les accroissements 

dx, dy, dz ne changeront pas; les coefficients ^ reste- 
ront donc les mêmes. D’ailleurs les coefficients p, q, r, s, t qui 
ne dépendent que de x, y, n’auront pas varié. Il en résulte que 
la quantité qui multiplie p dans le second membre de l'équa- 
tion (2) conservera sa valeur ; en la désignant par K on peut 
donc écrire 


cos V= p.K. 


Cette formule, étant générale, aura lieu encore pourV = 0, 
auquel cas la section considérée se confondant avec la section 
normale, p se changera en p„. On peut donc écrire aussi 


1=P„.K. 


En divisant ces deux égalités membre à membre on en tire 


ou 


cos V = — , d'où p = p„cosV, 
Po 


Mc = MC . cos V, 


ce qui montre que le rayon de courbure de la section oblique 
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est la projection, sur le plan de cette sedion, du rayon de 
courbure de la section normale. 

Celte proposilion remarquable est connue sous le nom de 
Théorème de Meunier. 

On peut lui donnerune forme encore plus frappante. Si l’on 
décrit une sphère de C comme centre avec .MC pour rayon, le 
plan TMn la coupera suivant un petit cercle dont le centre 
sera c. Ainsi, les cercles suivant lesquels les divers plans qu'on 
peut mener par une même tauyente coupent cette sphère sont ' 
les cercles osculateurs des sections correspondantes. 

146 . — Indicatrice. Avant de comparer les courbures des 
sections faites suivant une même normale, il est utile d’établir 
une propriété des surfaces ilont nous aurons à faire usage. 

On nomme indicatrice d’une surface courbe en un point 
donne de cette surface , son intersection avec un plan mené 
parallèlement au plan tangent à une distance infiniment petite 
de ce plan. — Comme il s’agit d'étudier une propriété indé- 
pendante du choix des axes, on simplifie le calcul en prenant 
pour plan desxy le plan tangent lui-même, cl pour axe des 5 
la normale. Quant à la direction des deux axes des x et des y, 
nous la laisserons indéterminée pour le moment. 

Soit s = f(x, y) l’équation de la surface rapportée à ce 
système d’axes. 

On a vu (71) qu’en développant la fonction f (x, y) par la 
formule de Maclaurin on peut écrire 



Si l’on fail3=/i, la lettre h représentant une quantité in- 
finiment petite, positive ou négative, on aura l’équation d’un 
lan parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce 
an ; son intersection avec la surface sera donc l’indicatrice ; 
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cl comme celle-ci se projelle en vraie grandeur sur le plan 
des xij qui lui est parallèle , on aura son équation en rem- 
plaçant Z par II dans l'équation (I). Mais celte équation peut 
être simpliliée. Un premier lieu, h étant inrmiment petit, il en 
sera, en général, de meme des coordonnées x et 1/ des points 
communs à la surface cl au plan z-=li ; on pourra donc né- 
gliger les termes affectés des puissances de x et de t/ supérieures 
à la seconde. En second lieu, la surface passant par l’origine, 
on a /■(0,0) = 0. Enfin, le plan dcsxÿ étant le plan tangent. 


les dérivées partielles ^ et 


•IL 

<i>j 


s'annulent pour l'origine , 


c'est-à-dire pour x = 0 et 1/ = O.Car il faut cpic l'équation du 
plan tangent, qui, dans le cas de z=f(x, y) est 


df 






<iy 


SC réduise à Z= 0 pourx = 0, f/ = 0, i=0, indépendam- 
ment de X et de Y, ce qui exige que les termes en X et Y dis- 
paraissent. Si donc on pose pour abréger 



il restera pour l’équation de l’indicatrice 

2/» = )-,x*-t-‘2s„ xy -4- /„!/’. 

On peut même la simplifier encore, car, la direction des 
axes des x et des y étant jusqu’ici indéterminée, on peut la 
choisir de manière à faire disparaître le terme en x y. Il reste 
alors 

(2) 2/i=r„x’-f-f„yV 

14*. — Si /•„ et sont de même signe , il faut, pour que 
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celle équation représente une courbe réelle, donner le même 
signe à /i ; ce qui veut dire qu’aux environs du point de con- 
tact la surface est tout entière d'un même côté du plan tan- 
gent. L’indicatrice est alors une ellipse. Elle se réduit à l’ori - 
ginepour /j = 0. 

L’ellipsoïde, le paraboloide elliptique et l’hyperboloïde à 
deux nappes offrent l’exemple du cas dont nous parlons. 

Si et sont de signe contraire, on peut donner à h le 
signe -H ou le signe — . Ainsi la surface s’étend alors des deux 
côtés du plan langent. — Pour h positif ou pour h négatif, 
l’indicatrice est une hyperbole ; mais les deux hyperboles, pro- 
jetïcs sur le plan des xy, soniconjuyuées ; c’est -à-dire qu’elles 
ont les mêmes asymptotes ; mais que si l’une est située dans 
le premier et le troisième angle des asymptotes, l’autre est 
située dans le deuxième et le quatrième. Elles se réduisent 
toutes deux à leurs asymptotes pour b—0. L’hyperboloïde à 
une nappe et le paraboloïde hyperbolique offrent l’exemple de 
ce cas. 

Si l’on a r„ = 0, l’indicatrice se compose de deux droites 
parallèles à l’axe dosa; et infiniment voisines. Elle se réduit à 
l’axe des x pour h = 0. 

Si l’on a /„=0, l’indicatrice se compose de deux droites 
parallèles à l'axe des t/, et elle se réduit à cet axe pour h=0. 
Le cylindre est un exemple de ce cas. 

Il en est de même du cône, parce qu'un plan inrmimeiit 
voisin du plan tangent coupe la surface suivant une parabole 
qui dégénère en deux droites parallèles. 

148. — Théorème d'Euler. Nous pouvons maintenant re- 
prendre l’élude de la courbure des surfaces, et comparer les 
courbures des sections planes faites suivant une même nor- 
male. — Supposons, commetout à l’heure que O soit le point 
de la surface que l’on considère, que XOY soit le plan tangent 
et OZ la normale. Soit ZOU un plan quelconque mené suivant 
cette normale, et OA son intersection avec la surface. Soit M 
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un point de celte intersection très-voisin du pointO ; soit MP 
son ordonnée. Joignons OM ; menons Mü parallèle à OU, et 
MB perpendiculaire à OM. Enlin soit C le milieu de OB. 

Le cercle qui, dans le plan ZOU, a le point C pour centre et CO 
pour rayon tendra vers le cercle oscu- ^ 
lateur de l’arc OA en 0, quand le point 
M se rapprochera indéfiniment du point j\ 

0. Car, dans le triangle OCM, l’angle en I \ 

C tendant vers zéro, les angles égaux 
COM et CMO tendent vers 90“ ; et par 
conséquent CM tend vers une perpen- 
diculaire à la corde OM, op vers une j ' v*j( 

normale à l'arc OM. -C > 

En appelant p le rayon de courbure / 
de la section O.V au point 0, on a 
donc Fie. M. 

p = liin.OC = lim. ^ (jH j 


= lim.5 0ll 


’ litn . 


MH 
2 OH’ 


Or 


Donc 


lim . ^ 011= 0. 


Mil’ 

P — lira, 


ou, en posant OH = /i et MH — u. 


p=lim. jq-. 


Mais si 0 représente l’angle XOU, 0 et u peuvent être regar- 
dés comme les coordonnées polaires du point M dans un plan 
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parallèle à XOY. Ce plan coupe la surface suivant l’indicatrice, 
dont l'équation est 

r,x' + l,y' = ‘îh 
ou, en coordonnées polaires, 


tt*(r„cos’ 0-t-f,sin* 6) =2 h. 


Or, à la limite, on a 



d'où 


1 _ n 

p“ w*‘ 


Donc enfin 

( 3 ) 


1 

- = r.cos*6 + t. sin*0. 
P 


Supposons d’abord que l’indicatrice soit une ellipse. 
Soient R, et R, le maximum et le minimum des valeurs de p , 
correspondantes à 6 = 0 et à 0 = 90° ou vice versa, on aura 


H. 

Par conséquent 


et 



1 1 1 

(4) - = n cos’ô + ^ sin’O. 

P R, R, 

Changeons 6 en 0 90° ; et soitp, la valeur correspondante 

de P ; on aura de même 


( 5 ) 


1 ! .. i 

— = fr- sin’û -1- cos’ 0. 
Pi *‘i «I 
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En ajoutant membre à membre les relations (i) et (5) , on 
obtient 


<0) 


1 i _ i 




1 

K' 


c’est-à-dire que la somme des courbures de deux sections nor- 
males perpendiculaires entre elles est une quantité constante. 
La formule (6) est connue sous le nom de théorème d'Euler. 

Dans le cas où l’on a r„ = , c’est-à-dire où l’indicatrice 
est un cercle, il en résulte R, = R, ; et l’on a p = R,, indépen- 
damment de l'angle 0. Les points d’une surface qui jouissent 
de cette propriété que 1a courbure des sections normales est la 
même dans toutes les directions portent le nom d'ombilics. 

Dans l’ellipsoïde, par exemple, il y a quatre ombilics : ce 
sont les points où le plan tangent est parallèle à une section 
circulaire ; car, en ces points, l’indicatrice est évidemment un 
cercle. 

i-s». — Supposons r„ et de signes contraires ; en donnant 
à h des valeurs positives et négatives et opérant comme ci- 
dessus, ou trouvera 

P ) - = ± (yJ-cos*0 — ^ sin'oV 

P M'i Ri / 

Le rayon de courbure p a, dans ce cas, deux minimums R, 
et R, répondant à 0 = 0 et à 6 = 90° ; et il devient infini 
pour 

ce sont les directions asymptotiques. 

En résumé, on voit, par la relation p = ^, que 

de courbure d’une section normale est proportionnel 
du rayon vecteur de l’indicatrice. 


le rayon 
au carré 
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Les sections normales pour lesquelles le rayon de courbure 
est un maximum ou un minimum, portent le nom de sections 
principales, et les courbures correspondantes sont dites des 
courbures principales. En chaque point de la surface, les 
sections principales sont perpendiculaires entre elles. 

La recherche des rayons de courbure des surfaces peut 
donner lieu à des cas sintjiiUers, qui sont sans intérêt dans 
les applications, et pour lesquelles nous renverrons aux trai- 
tés plus étendus. 

ISO. — Lignes de courbure. On appelle ligne de courbure 
d’une surface, toute ligne tracée sur cette surface, et jouissant 
de la propriété que les normales à la surface, en chacun des 
points de cette ligne, sont les génératrices d’une surface dé- 
veloppable. 

On sait qu’une surface développable est le lieu des tan- 
gentes à une courbe à double courbure, à laquelle on donne 
le nom d'arête de rebroussement. Soient M et M' deii.v points 
infiniment voisins sur In ligne de courbure, et dont les coor- 
données sont X, y, 3, et X -t- dx, y -\-dy, z -+- dz. Soient \ 
et N' les points où les normales à la surface menées en M et M' 
touchent l’arête de rebroussement de la surface développable. 
Celte arête de rebroussement étant une courbe à double 
courbure, scs tangentes en N et en N' ne sont pas dans un 
meme plan, mais leur plus courte distance est un iiiGniment 
petit du troisième ordre (135, IV) ; si donc on néglige les in- 
finiment petits de cet ordre devant ceux d’un ordre inférieur, 
on peut regarder les normales consécutives MN et M'N' 
comme situées dans un même plan, et comme concourant 
en un certain point C, dont nous désignerons les coordonnées 
par X et Y. 

Supposons l'équation de la surface donnée sous la forme 
z — f{x,y), et désignons par P etc/ les dérivées partielles de 
la fonction z, par rapport à x et à y. Le point C étant sur la 
normale MN, on aura, en vertu des éejuations de cette nor- 
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(X — X) 4-j>(Z — 3 ) =0 
cl 

(Y — ÿ)-f-7(Z— 3) = 0. 

Mais le point C se trouvant aussi sur la normale M'N', il 
faut que ces deux équations subsistent quand on y remplacera 
les coordonnées x, y, z du point M par les coordonnées 
x-i-dx, ÿ-f-dy, z + (h du point M', sans faire varier X, Y 
et Z, ce qui revient à dire que l’on peut égaler à zéro les dif- 
férentielles des premiers membres des deux équations ci- 
dessus, en regardant X, Y, Z comme constants, et bien en- 
tendu, comme fonction de x et de y, ce qui donne, en posant 
toujours 

* et ‘^'1 = 1 
dx ' dij dx ' dij ’ 

— dx — P { pdx + (jdij) -+- {rdx + sdij) (Z — ;) = 0, 

d’où 

y (I -+-p')dx -hpqdij 

rdx-irsdii • ’ 

et 

— dij — q {pdx ■+■ qdtj) -4- {sdx + tdij) (Z — ï) = 0, 

d’où 


y (1 -\-q'idy-hpqdx 

sdx -+- Idq ’ 

et par conséquent 

,,, (I -I-/)’) dx-k-pqdq _ ( I -f- g*) dq -h pqdx 
^ rilx -h sdij sdx -4- tdq 

Telle est la relation à laquelle doivent satisfaire les accroisse- 
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inenU infiniment petits dx et rfy, pour que le point M' soit sur 
la ligne île courbure passant par le point .M. Ayant l'équation 
de la surface, on peut regarder les quantités /», q, r, s, t 
comme des fonctions données de x et de y, la relation (i) est 
donc l’équation différentielle de la ligne de courbure passant 
au point M, ou plutôt l’équation différentielle de sa projection 
sur le plan des xy. Et si l’on savait en déduire la relation qui 
lie y à>x, cette relation, jointe à l’équation de la surface, dé- 
terminerait complètement la ligne de courbure. 

On voit que la recberebe dis lignes de courbure dépend du 
calcul inverse du calcul différentiel, c’est-à-dire du calcul 
intégral. 

151 . — Mais on peut, sans remonter à la relation primi- 
tive entre x et y, qui caractérise une ligne de courbure, dé- 
montrer une propriété importante de ce genre de lignes. Divi- 
sons par rfx les deux termes de chaque membre de l equa- 
tion (1). Posons, comme d’habitude. 



puis chassons les dénominateurs et ordonnons par rapport 
aux puissances décroissantes de y', il viendra 

,01 I [(i + 7’)s— ;¥]»/" y' 

I — 1(1 — ;)yr|=0. 

Cette équation étant du second degré en y', elle montre déj.à 
qu’il y a en général deux directions à prendre sur la surface, 
en partant du point .M, pour y tracer une ligne de courbure. 

Mais, comme il s’agit ici d'une propriété géométrique indé- 
pendante de la position des axes, nous pouvons les choisir de 
manière à simplifier le calcul. Nous prendrons, comme au 
n“ 140, le point M pour origine, le plan tangent en M pour 
plan des xy, et nous dirigerons l’axe desx, et par suite l'axe 
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lies y, de manièreà faire disparaître le tenue eu xy dans l’équa- 
tion de l’indicatrice. Ce choix d'axes suppose les valeurs 

P =0, //= 0, et .s = 0. 

L’équation ('2) se réduit donc à 

(ô) {r — t)y' = 0. 

Si le point M que l’on considère n’est pas un ombilic, et 
que r soit différent de t, cette équation donne j/' = 0; et 
comme elle a perdu son premier terme, elle donne aussi 

j/' = oo . 

Les deux directions indiquées par ces valeurs sont donc per- 
pendiculaires entre elles. 

Or, on a vu au n” 1 i6, que les plans des zx et des zy que 
nous avons choisis sont précisément les plans des sections 
principales faites au point M. C’est donc dans la direction des 
sections principales au point M qu’il faut marcher sur la sur- 
face en partant de ce point, pour tracer sur la surface une ligne 
de courbure. 

Il résidtc de ce qui précède : 1° qu’en chaque point M d'une 
surface, .sauf les points singuliers dontàl n’est point question 
ici, passent deux lignes de courbure; et que ces deux lignes 
de courbure sont perpendiculaires entre elles; 2“ que ces 
lignes de courbure ont chacune un élément commun avec 
une des sections principales, ou, plus exactement, qu’elles 
ont pour tangente en M la tangente en ce point à la section 
principale correspondante. 

[I en résulte encore qu’on peut tracer sur une surface deux 
systèmes de lignes de courbure qui la divisent en quadri- 
latères curvilignes ayant leurs angles droits. 

On voit que les lignes de courbure tirent leur nom de ce 
qu’en chaque point elles ont la direction qui répond au 
maximum et au minimum de courbure en ce point. 
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tst. — Dans les surfaces cylindriques, le plan tangent en 
un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe 
parce point; les normales à la surface menées par les divers 
points de cette génératrice sont donc comprises dans un 
même plan perpendiculaire au plan tangent ; or le plan est 
compris parmi les surfaces développables. Les génératrices 
d’un cylindre forment donc un premier système de lignes de 
courbure. Le second système est formé par les sections droites, 
qui sont des courbes perpendiculaires aux génératrices. 

Dans les surfaces coniques, le plan tangent en un point est 
également tangent tout le long de la génératrice qui passe par 
ce point; et l’on en conclura comme ci-dessus que les généra- 
trices du cône forment un premier système de lignes de 
courbure; le second système est formé parles courbes qui 
coupent toutes les génératrices à angle droit. On appelle ces 
courbes les trajectoires orthogonales des génératrices. Dans 
le cône de révolution, ces trajectoires ne sont autre chose que 
les parallèles de la surface. 

Plus généralement, dans les surfaces développables, le 
plan tangent en un point contient, comme dans toutes les sur- 
faces réglées, la génératrice qui passe par ce point, mais il 
peut aussi être considéré comme contenant la génératrice inli- 
niment voisine; car ces deux génératrices étant tangentes aux 
extrémités d’un meme élément de l'arête de rebroussement, 
leur plus courte distance est un infiniment petit du troisième 
ordre (155, IV). Il en résulte que le plan tangent en un point 
est tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point. 
Donc encore les génératrices forment un premier système de 
lignes de courbure, et le second système est formé de leurs 
trajectoires ortiiogonalcs. 

Dans les surfaces gauches, deux génératrices inlimraent 
voisines no peuvent plus être considérées comme situées dans 
un meme plan , et le plan langent en un point de la surface , 
bien que contenant la génératrice qui passe par ce point, n'est 
tangent qu’en ce point à la surface. Les normales <à la surface 
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menées par les dirTérciits points d'une même génératrice sont 
sur une surface gauche à plan directeur, perpendiculaire à la gé- 
nératrice, et ne sont par conséquent plus sur une surface déve- 
loppable. Il en résulte que, dans les surfaces gauches, les géné- 
ratrices ne sontpius des lignes de courbure. Si l’on coupe la 
surface par un plan parallèle au plan tangent et inriniment 
voisin de ce plan, il ne peut rencontrer la génératrice contenue 
dans le plan tangent ; il coupe donc la surface suivant une 
courbe à branches infinies; et, d'après ce que nous avons vu 
au n° 147, celle courbe est une hyperbole ; la direction des 
lignes de courbure qui passent au point considéré est déter- 
minée par les axes de cette hyperbole. Dans les surfaces gau- 
ches du second degré, par exemple, qui ont deux systèmes de 
génératrices rectilignes, le plan tangent en un point de la 
surface contient les deux génératrices de différents systèmes 
qui passent en ce point; l’indicatrice est une hyperbole dont 
les asymptotes sont parallèles à ces deux génératrices ; pour 
obtenir la direction des lignes de courbure qui passent au point 
considéré, il faut donc marcher sur la surface dans la direc- 
tion des bissectrices des angles formés par ces génératrices. 

Dans les surfaces de révolution, les normales aux différents 
points d’un même méridien sont contenues dans le plan de ce 
méridien, c’est-à-dire i|u'elles appai tiennenlà une surface dé- 
veloppable. Les méridiens forment donc un premier système 
de lignes de courbure. Les normales aux dilTérents points d'un 
même parallèle viennent concourir en un même point de 
l'axe de révolution ; elles sont donc situées sur un cône, c’est- 
à-dire sur une surface développable ; ainsi les parallèles de la 
surface forment le second système de lignes de courbure. 

Si l'on applique à l’ellipsoïde à trois axes inégaux l'équa- 
tion (2) du n” 151 , on obtient, pour l’équation différentielle 
de la projection des lignes de courbure sur le plan des xij, 
une équation de la forme 

Ax !/.{/'•+ tx’ — mif —u)ii' — xij — 0, 


Digiiized by Google 



176 PREMIERS ÉLÉMENTS DE CALfXL INFINITÉMMAL. 

ot, en remontant à l'cqualion primitive entre x cly (roi/, les 
traités de Calcul intégral), on reconnaît que les projections 
des lignes de courbure sur le plan des xi/,(|ui contient le grand 
axe et l'axe moyen, sont, pour l'un des systèmes, des ellipses, 
et pour l’autre .système des hyperboles. Ces ellipses et ces 
hyperboles tournent leur concavité vers les points où se pro- 
jettent les ombilics. 


i 10. — CARACrèRES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES 
DE SURFACES. 

ISS. — Surfaces njlmdriques. Une surface cylindrique peut 
être considérée comme engendrée par une droite qui reste 
parallèle à elle-même, en rencontrant toujours une courbe fixe 
qu’on appelle sa directrice ; et l’on ne restreint pas la géné- 
ralité de cette définition en supposant que la courbe fixe soit 
plane ; car on peut toujours prendre pour directrice l'inter- 
seclion du cylindre par un plan, pourvu que ce plan ne soit 
pas parallèle aux génératrices. 

Supposons donc la directrice plane; prenons son plan pour 
plan des xy, et soit 

(1) o(x, ij) = 0, 

son équation dans ce plan. Soient 

( - ) X — oz -f- fli et 1/ " l)z -f- 

les équations d’une génératrice quelconque. Les coordonnées 
(le scs traces sur le plan des xy, savoir 

x = x et l/ = 3, 

devront satisfaire à l’équation (I) ; on aura donc 

(5) ç(a, ii) = 0. 
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ou , eu meUaiit pour a et ^ leurs valeurs tirées des équa- 
tions 

( i) f(x — az, y — bz) = 0. 

C’est l’équation génér.de dos surfaces cylindri(]ues. 

On peut en déduire une relation indépendante de la fonc- 
tion arhilraire ç. Pour cela , différentions successivement 
l’équation (5) par rapport ,i xct par rapport à ij ; nous obtien- 
drons, en posant comme d’ordinaire 


(Iz 

dx 


= P 





Si l’on égale les valeurs du rapport 



tirées de ces rela- 


tions, on trouve 


(î>) 


hp 1 — hq 

1 — ap aq 


ap -F- bq = 1 ; 


c’est le caractère analytique des surfaces cylindriques , ou 
l’équation aux différences partielles de toutes les surfaces de 
ce genre. On voit qu’elle est du premier ordre. 

Nota. On appelle équation différentielle toute relation entre 
les différentielles de plusieurs variables ; une relation entre 
les dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables 
s’appelle une équation aux différences partielles, le mot dif- 
férences étant pris ici dans le sens de difrérenticllcs. 

— Surfaces coniques. On regarde une surface conique 
comme engendrée par une droite assujettie à passer par un 
point fixe, qui est le sommet du cône, et à rencontrer une di- 

12 
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reetricc llxc, que l’on peut supposer plane sans restreindre la 
généralité de la question ; car on peut toujours prendre pour 
directrice l’intersection delà surface par un plan quelconque, 
pourvu que ce plan ne passe pas par le sommet. 

Prenons donc le plan de la directrice pour plan des xij, 
soit 

(1) ç(x,y)=0 

son équation dans ce plan ; et soient x,, i/,, 2 ,, les coordon- 
nées du sommet. 

Les équations d’une génératrice seront de la forme 

(2) X — x,= 0(2 — 2„) et y — y,=b(i—z,). 

Les coordonnées de sa trace sur le plan des x, y sont 

x=x„- 02 „ et yz=y^ — bz,. 

Ces coordonnées doivent satisfaire à l'équation (i) ; ainsi l’on 
doit avoir 


e(x„ — <I 2 „, y, — bz,) = 0 , 

ou, en vertu des équations (2), 

(5) o(x — az, y — bz)=0. 

On en tire, comme ci-dessus, par la différentiation par rap- 
port à X et par rapport à y, la condition 

(4) ap + hq = i, 

et, en mettant pour les paramètres varialiles a et b leurs va- 
leurs tirées des équations (2), 

(5) 2 — 2 „=p(x— X,) +-f/(y — ÿ,); 

c’est le caractère analytique des surfaces coniques, ou l’équa- 
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lion aux difïêrences partielles de toutes les surfaces de ce 
genre. Elle est encore du premier ordre. 

ISS. — Surfaces de récohilion. Soient 

(1) X = oZ + a et Y=&Z-j-p 

les équations de l'axe de révolution. La surface peut être con- 
sidérée comme engendrée par un cercle variable perpendicu- 
laire à cet axe et ayant son centre sur cet axe. On peut regar- 
der ce cercle comme l’intersection d’une sphère de rayon 
variable, ayant son centre en un point déterminé de l’axe de 
révolution, par exemple, sa trace sur le plan des xy, dont les 
coordonnées sont X = a, Y=: Z =0, et d’un plan variable 

perpendiculaire à l’axe. Ce cercle peut donc être représenté 
par l’ensemble des deux équations : 


( 2 ) 


ax -h by -t- c= k , 


F*. 


les variables p’ et k étant liées par une relation arbitraire 


(5) p‘ = ç(A-), 

qui déterminera la loi suivant laquelle varie le cercle généra- 
teur. Ainsi la surface de révolution peut être représentée par 
l’équation 

(4) (i — ot)‘ -I- (ÿ — ^)* -l-s*=s (ux -t-% -i-c). 

En différentiant l’équation (5) d’abord par rapport à x et 
ensuite par rapport à y, on pourrait éliminer, comme on l’a 
fait aux deux numéros précédents, la fonction arbitraire 9, et 
obtenir l’équation différentielle générale des surfaces de révo- 
lution. Mais on l’obtient plus simplement en remarquant que, 
dans ce genre de surfaces, la normale rencontre l’axe. Si donc 
X, Y, Z sont les coordonnées du point de rencontre, ces coor- 
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données doivent sali.srairo d’une part aux équalion.s (I), el de 
l’autre aux équations de la normale (140), .savoir 

(5) (\-x)+p(Z-z) = {) et (\-y) + r,(Z-z)=0; 

Si l'on élimine X, Y, Z entre les équations (I) et (5), on 
obtient 

(0) {a + p) {qz -H !/—&) — (/» 4- q) {pz +x — x) = 0, 

c’est l’équation aux différences partielles des su rl'aces de révo- 
lution. 

Cette équation peut s’écrire : 


(y — hz— ,^) p—ix — az—x)q + a(ij — '^)—b (x — a) =0. 

156 . — Surfaces développables. Une surface développable 
peut être considérée comme l’enveloppe d’un |)lan mobile, 
c’est-à-dire d'nne famille de plans dont les équatiotis ne diU 
fèrent que par un paramètre variable. L’équation d'une pa- 
reille famille de plans peut être présentée sous la forme 

(1) z=h-hx^(h) + yCf(h), 

et l'équation de l’enveloppe résulterait de l’éliniinalion de h 
entre cette relation et sa dérivée par rapport à h, c’est-à- 
dire 

(2) ()=zi+xr^'(b)+y.y(h). 

Mais on peut, sans particulariser les fonctions ç et i)», et 
par conséquent sans opérer l’élimination de h, obtenir l’é(|ua- 
tion différentielle des surfaces développables. 

En effet, la différentielle totale de a donnée par l’équation 
de la surface doit être de la forme 

(ô) dz = pdx-i-^qdy, 

P ci q désignant les dérivées partielles de s par rapporta xet 
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à y. Or, si l’on (lifTcrentie l'équation (1) en faisant tout varier, 
on obtient 

(h = (lli -t- X s' (/i) dli -t- y ’Y {h) dh -i- ç (/i) dx+<!^ (h) dy. 

Mais les lennes multipliés par dh disparaissent en vertu de 
l’équation ('2) ; il reste donc 

dz = ^ (h)dx+'!^{h)dy, 

ce qui exige 

p = ç{h) et q = 

Concevons qu’on ait tiré de ces deu.v dernières les valeurs 
/i = i|>(p), et h = 'l'{q). 

11 en résulte d'abord 

(3) .b(,.)=»r(q), 

et l’équation (1) de la surface peut s’écrire 

(4) z = >]>{p)-^px + qy, ou z = n'{q) -hpx + qy; 

c’est une première forme de l’équation différentielle de la sur- 
face. Mais elle contient une fonction arbitraire; pour la faire 
disparaître on opérera comme il suit. Rrprenons l’équa- 
tion (3). On en lire, en différenliant, 

dp=zW (q) dq, 

et, attendu que l’on a 

dp=sdx -\-tdy et dq=rdx-h sdy, 

en désignant par r, s, t les dérivées partielles du second 
ordre (57, Rem. 1), il vient 

•I>'(p){sdx + tdy) — W'(q) (rdx+sdy). 
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Comme xely sont deux variables indépendantes, cette re- 
lation doit avoir lieu indépendamment des valeurs particu- 
lières attribuées k dxetà dtj; il faut donc que l’on ait sépa- 
rément 


«I>'(p) .s=iL '( 9 ) . r et '!>' (p) . t = '1' (q) . s, 
et, en divisant ces relations membre à membre, on obtient 

(5) - = d'où s' — rt = 0, 

' ' t s 


c’est l’équation aux différences partielles des surfaces déve- 
loppables. On voit qu’elle est du second ordre et du second 
degré. 

RtsiARQUE. On vériOe aisément que les surfaces cylindriques 
et les surfaces coniques satisfont à la relation (5) . 

Pour les surfaces cylindriques, par exemple, on a trouvé 
le caractère 

up -i-bq=\. 

On en tire 

adp ■+■ bdq — 0, 
ou 

a (sdx ■+■ tdij) -h b {rdx -hsdt/)=0. 


Cette relation devant être satisfaite indépendamment du 
rapport entre les valeurs de dx et de dy, on doit avoir sépa- 
rément 

as -i- br=0 et at-h bs=0, 


et, en éliminant entre ces deux relations le rapport on re- 
tombe sur la condition (5). 

Pour les surfaces coniques, on a trouvé le caractère 


s,= P (x — x„) -t- 9 (ÿ — !/,l . 
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On en tire 

<h = pdx -i-qdy-{-dp(x — x„) + dq{y — y,) . 
Mais on a 


il reste donc 


d%=pdx -H qdy; 


dp -t- dq {y — !/„) =0, 


OU 

(s dx+tdy) {x—x„) + {rdx -^-sdy)(y—y,}, 
équation qui se sépare en deux comme ci-dessus, et donne 
s (x — x„)-Hr (!/ — fj„) = 0, 

avec 

t(x — X,) +*(!/ — ÿ,)=0, 

et en éliminant entre ces deux dernières le rapport , 

y y O 

on retombe sur la condition (5). 

is«. — Surfaces gauches. On distingue ordinairement 
parmi ces surfaces celles qui ont une directrice rectiligne et 
celles qui ont un plan directeur. 

I. — Supposons d’abord que la surface ait une directrice 
rectiligne. On la prend ordinairement pour axe des z, et 
si 3=h est l'ordonnée du point où une génératrice de la sur- 
face rencontre la directrice, les équations de cette généra- 
trice peuvent être mises sous la forme 

(l) 3=IH-X3 (h), et z = h-hy!f{h). 

On en tire 
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OU 

1 = 13 

X (h) ’ 

ce (|iii inonlrc que h est une fonction du rapport On peut 

X 

donc poser 



d’où 

çW = 'r(f), 

et, par suite, l'équation de la surface peut s’écrire 

( 2 ) .=. 1 .(^ 1 ) 

On éliminera la fonction «I> par une première différentiation 
par rapport à x ou par rapport à y ; car on obtient ainsi 



et, si l’on multiplie la première de ces relations par x, la so 
condc parÿ, et qu'on ajoute, on trouve 

(5) px + 7!/ = x'I'(|). 

On élimine la fonction U' par une seconde différentiation, car 
on obtient 
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et 


SX -f- ty + </ = *!'■ 



Multipliant la première de ces relations parx, et la seconde 
par y, puis ajoutant mcmhro à membre, on trouve 


ex* H- 2sxÿ + tij* + j)X + 7j/ = X T 



relation (|ui, en vertu de l'équation (5), se réduit à 


(4) rx* + 2sxjy + ly' = 0. 

II. Supposons, en second lieu, que la surface ait un plan 
directeur. On le prend ordinairement pour plan des xy, et 
si h est l'ordonnée d’un point de la surface, les équations de 
la génératrice qui passe par ce point peuvent être écrites sous 
la forme 

z = h, y=xj(/i)-4-'H/i). 


On en déduit immédiatement pour l’équation de la surface 


(5) • y =Xi{z) 


On élimine la fonction arbitraire par une première diffé- 
rentiation, qui donne 


0 = ç(;)-f-'x?' ( 2 )p-+-y ( 2 )p, 

1 = x^.' ( 2 ) q + 'l/ (z) q. 

Multipliant la première par q, la seconde par p, cl retranchant, 
on obtient 

(6) p = — q,(z), ou p-t-f/ 9 ( 2 ) = 0. 

Une seconde différentiation fait disparaître la fonction arbi- 
traire ç, car on trouve, en dilférentîant, par rapporta x ou 


Digitized by Google 


186 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 


par rapport à y, 

r -+-S? ( 3 ) + 9'(a)p7=0, 
s -+- ly (î) -H ç' (i) q* = 0. 

Si l’on multiplie la première de ces relations par q, la seconde 
parp, que l’on retranche membre à membre, et que l'on 
mette pour a {z) sa valeur tirée de l’équation (6), on obtient 

(fr — 2pqs -Hp*t=0. 

III. — Les conoides sont des surfaces gauches qui ont à la 
fois une directrice rectiligne et un plan directeur; elles doi- 
vent donc satisfaire à la fois aux deux conditions (4) et (7). 

Mais si le conoïde est droit, c'est-à-dire si la directrice rec- 
tiligne est perpendiculaire au plan directeur, la surface peut 
être caractérisée par une équation différentielle plus simple. 
Prenons la directrice rectiligne pour axe des z, et le plan di- 
recteur pour plan desxy; les équations d’une génératrice 
pourront être mises sous la forme 

z = h, y = X'^(h), 
ce qui donne pour l’équation de la surface, 

(8) y=xo(z), 

équation que l’on peut aussi écrire 

m 

On élimine la fonction arbitraire ? en différentiant l’équa- 
tion (8) par rapport à x et par rapport à y, ce qui donne 

0 = 5 (î)-l-X?'(j) P, 

1 = xs' (s) q. 

Multipliant la première de ces relations par q, la seconde 
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par P, et retranchant membre à membre, on obtient, 

— 9?(»)> ou = 

ou, en mettant pour f (z) sa valeur tirée de ( 8 ), 

P ^ =0, ou enfin px + qtj = 0, 

équation aux diflérences partielles qui n’est que du premier 
ordre. 

• S 8 . — Surfaces réglées. On peut demander le caractère 
analytique général des surfaces réglées. — Dans ce cas les 
équations d’une génératrice renferment trois fonctions arbi- 
traires. Car si on les met sous la forme 

X = az + a, y = bz + 

on peut d’abord regarder ^ comme une fonction de a; la rela- 
tion ^ = f (a) représentant la trace de la surface sur le plan 
des xy. En regardant ensuite les inclinaisons a et 6 comme 
des fonctions de x et de ou, ce qui revient au même, de x 
seul, on peut écrire 

x = a + ^(x).z, y = f{x)+^{a.).z\ 

les fonctions 9 , '\i et f étant trois fonctions arbitraires, expri- 
ment la loi suivant laquelle la génératrice se déplace. 

On ne peut faire disparaître ces trois fonctions arbitraires 
qu’en différentiant trois fois de suite par rapport à x et par 
rapport à y. La relation qui caractérise les surfaces réglées 
est donc une équation aux différences partielles du troisième 
ordre ; on trouve de plus qu’elle est du troisième degré. Nous 
renverrons aux traités plus étendus pour la recherche de 
cette équation différentielle qui n’a point d’utilité dans les 
applications. 


FIS DU CilLCDL DIFF^REKTICL. 
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DEUXIÈME PARTIE 

PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL 


I, -.NOTIONS PnÉLIMIXAinES 


139 . — Le calcul intégral est l’inverse du calcul différen- 
tiel. Dans ce dernier, les questions se ramènent toujours en 
délinilive à trouver la dérivée d’une fonction ; dans le calcul 
intégral, au conlraire, les questions sont toujours ramenées à 
trouver une fonction connaissant sa dérivée. Les notions fon- 
damentales du calcul intégral peuvent être présentées de di- 
verses manières ; la plus simple est celle qui s'appuie sur les 
considérations géométriques suivantes. 


ISO. — SoHy=f{x) l’équation, en coordonnées rec- 
tangulaires, d’une courbe plane AB ; 
et proposons- nous d’évaluer l'aire 
AA'B'B comprise entre cette courbe, 
l’axe des x et les deux ordonnées 
AA' et BB', répondant aux abscisses 
OA'=a et OB' =6. 

Pour cela, divisons l’intervalle A' B' 
en n parties égales, et par tous les points de division menons 
des ordonnées; l'aire à évaluer se trouvera divisée en n petits 
trapèzes curvilignes tels que MPP' M'. Par les points M et M 
menons les droites MI et .M' II parallèles à l'axe des x ; nous 
formerons deux rectangles : l’un MPP' I plus petit que le tra- 
pèze correspondant MPP' M', l'autre HPP' M' plus grand que 
ce trapèze. Si nous opérons de même pour les autres, nous 
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formerons deux séries de rcclangles, les uns intérieurs et dont 
la somme sera moindre que l’aire à évaluer , les autres exté- 
rieurs et dont la somme sera plus grande que l’aire à 
évaluer. 

Si donc on désigne par U celte aire, par y^, ÿ„...,ÿ„les 
ordonnées successives tracées sur la figure , depuis AA' jus- 
qu’à RB' , et h l’intervalle PP' compris entre deux ordonnées 
consécutives, on aura 


U > Voh -t- !/i -t- ÿ. >'■■■+ 
et 

+ >>■■■■+- !/«-t II 

Les seconds membres de ces inégalités diflèrenl de ÿ, h — h 
ou de (î/, — ÿ„l l'- 
Or le facteur y„ — j/„ est constant, et le facteur h peut de- 
venir aussi petit que l’on voudra en prenant n suffisamment 
grand. L’aire U est donc comprise entre deux sommes dont la 
différence peut être rendue aussi petite que l’on voudra ; ce 
qui revient à dire que U est la limite commune vers laquelle 
tendent ces deux sommes ; on peut donc écrire , par 
exemple , 

U = lim .lyh, 


la caractéristique 2 représentant une somme de quantités 
analogues au produit yh écrit à sa droite. 

Lorsqu’on passe à la limite, c’est-à-dire lorsque n devient 
infiniment grand, h devient infiniment petit; et on peut le 
représenter par dx, puisque ce n’est autre chose alors que 
l’accroissement infiniment petit de l’abscisse. En même temps, 
on remplace la caractéristique 2, qui se rapporte à une somme 
de quantités variant d’une manière discontinue, par la carac- 


téristique 


/ 


, qui se rapporte à une somme de quanlités va- 


riant d’une manière continue, ou par degrés infiniment petits. 
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Et, comme la somme 1 n’indiquait qu’une valeur approchée 
de l’aire AA' B' B, tandis que lasommc^ indique l’aire exacte, 

ou la somme intégrale des éléments de cette aire , on donne 
le nom d’intégrale à cette seconde somme. On écrit donc 


( 1 ) 



égalité qu’on énonce : U égale l'intégrale de ydx. • 
Chacun des produits analogues àgdx est ce que l’on appelle 
un élémtnt de l’intégrale. 

Cette intégrale est dite indéfinie, lorsque l’on n’indique pas 
entre quelles limites elle est prise , c’est-à-dire lorsque l’on 
n’indique pas les abscisses extrêmes. Si l’on veut indiquer les 

limites, on écrit au bas du signe J* l’abscisse répondant à la 

limite inférieure, et au hautde ce signe l’abscisse répondant à 
la limite supérieure ; si, par exemple, on veut indiquer que 
l’intégrale est prise depuis l'abscisse n jusqu’à l’abscisse x, on 
écrit 

( 2 ) l — J^ydx, 

et l’intégrale est dite définie. Si l’intégrale est prise de AA' à 
BB', c’est-à-dire depuis l’abscisse a jusqu’à l'abscisse b, on 
écrit de même 



ce qui s’énonce : U égale l'intégrale de a à h de ydx, ou 
U égalesomme dea àb de ydx. L’intégrale définie prend dans 
ce cas une valeur particulière au lieu de conserver la forme 
générale représentée par (2) . 

Le calcul d'une intégrale définie est ce que l’on nomme une 
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quadrature, parce que cette intégrale exprime une aire, ou le 
carré équivalent à cette aire. 

161. — Il s’agit maintenant de faire voir comment ce cal- 
cul peut être cffecUié. 

Considérons d’abord l’aire .\A' P.M limitée à l’ordonnée fixe 
A.\', et à une ordonnée quelconque MP ou y. Cette aire est 
évidemment une fonction dcx; car elle varie avec l'abscisse 
OP et prend une valeur déterminée pourcbaque valeur attri- 
buée à cette abscisse. Nous pouvons donc poser 

U = F(jc). 

• 

Le trapèze MPP' M' est l’accroissement aU de l'aire considé- 
rée. Mais ce trapèze est compris entre les rectangles MPP' 1 et 
IIPP' M' ; si donc on désigne PP' par A.r, on pourra écrire 

y Ax< aU< (y + iy) xr, 

ÿ + Ay représentant l’ordonnée .M' P'. En divisant les trois 
membres par ax, on a 

»/<—<!/ + Ay. 

Si maintenant on fait tendre ax vers zéro, il en sera de 
même de Ay, et le rapport ^ tendra vers F' (x) ; à la limite 
on aura donc 

F'(x) = y ou F' (x)=/'(x), 

c’est-à-dire que In fouclioiil (\) qui représenter ordonnée est la . 
dérivée de la fonction F(x), qui représente l'aire de la conrhe. 
En mettant donc pour y sa valeur dans la relation (I), il 
vient 

(A) V = F' (x) </x. 
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NOTIONS imÉLIMIN VlHES. 

On pourrait égaler le second membre à F (x), qui est la va- 
leur de U ; mais il y a ici une remarque importante à faire. 
On a vu que la dérivée d’une conslante est nulle ; en sorte 
que si l’on ajoute une constante à une fonction quelconque , 
sa dérivée ne change pas. Lors donc que l’on remonte de la 
dérivée à la fonction primitive qui l'a produite, on doit, si l'on 
veut que le résultat ait toute la généralité désirable, ajouter 
à celle fonction une constante arbitraire. On devra donc 
écrire 

(5) jF'(.r)c/x = F(x) -+-C, 

C désignant une constante arbitraire. Celte constante se dé- 
termine quand on considère l'intégrale définie. Car si l’on 
prend, par exemple, pour limites de l’inlégrale a ctxet que 
l'on pose 

f F' (x) c/x = F (x) ■+■ C, 

J» 

l’intégrale devra s'annuler pour x = ti, puisque alors l’aire U 
est réduite à zéro. Ceci exige qu'on ait 

C = -F(«). 

On doit donc écrire 

(6) r F' (x) (/x =F (x) — F (fl). 

Pour x = b, on aurait 

(7) J' F (x) dx = F (h) — F (a ) . 

On voit que, pour obtenir l'aire cberchée, il faut détermiui'r 
la fonction F (x) dont f (x) eut la dérivée, ij remplacer x pur 
la limite supérieure, puis par la limite inférieure, et retrancher 
le second résultat du premier. 

13 
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Rem.vrql'e. Dans le raisonnement que nous avons fait pour 

trouver la limite de — , nous avons supposé l’ordonnée crois- 
AX 

santé ; si elle était décroissante, ces raisonnements subsiste- 
raient encore ; il n’y aurait de changé que le sens des inéga- 
lités. 

lat. — Les équations (0) et (7) constituent un théorème 
de calcul qui est indépendant de toute considération géomé- 
trique. Car si l’on donne une fonction dérivée quelconque 
F' (x), en la supposant continue, on peut toujours la prendre 
pour l’ordonnée d’une courbe, et poser 


Î/ = F' (X); 


dès lors le premier membre de l’équation (7) représentera 
Faire de cette courbe, depuis l’abscisse a jusqu’à l’abscisse b ; 
et l’équation (7) montre elle-même comment cette aire pourra 
être calculée. Ün peut donc dire, sans avoir égard aux con- 
sidérations géométriques : si F'(x) désigne la dérivée d'une 
fonction continue , la Imite vers laquelle tend la somme des 
produits F' (x) . dx, quand on y fait varier x dune inanière 
continue depuis une valeur a jusqu'à la valeur b, s'obtient en 
cherchant la fonction dont F'(x) est la dérivée, remplaçant 
dans cette fonct'ion la variable x par la limite supérieure b de x, 
puis par sa limite inférieure a, et retranchant le second résultat 
du premier. On verra que ce théorème trouve des applications 
fréquentes. C’est le théorème fondamental du calcul intégral ; 
et l’on aperçoit que ce calcul est l'inverse du calcul différen- 
tiel puisqu’il consiste à remonter à une fonction dont on a la 
dérivée. 

Remonter ainsi de la dérivée à une fonction est ce que l’on 
appelle intégrer celte dérivée ; cette locution est abrégée; elle 
signifie qu’il faut préalablement multiplier eette dérivée 
par dx , et chercher la limite vers laquelle tend la somme des 
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produits analogues quand on fait varier x d’une manière eon- 
tinuc entre des limites données. 

Rkmaiiqie. Tout ce qui précède suppose que la fonction /"(x ) 
ou F' (x) conserve une valeur finie depuisx= a jusqu’à x =l>. 
On peut avoir à considérer des limites infinies, et, dans ce 
cas, il peut se faire que la fonction f{x) croisse indéfiniment 
à mesure que x augmente en valeur absolue; l’intégrale se 
compose alors d’éléments qui croissent indéfiniment eux- 
memes. Néanmoins, il peut arriver que celte intégrale con- 
serve une valeur finie ; on en verra des exemples plus loin. 

163 . — Afin de donner sur-le-champ un exemple de ce 
"genre de calcul, supposons qu’il s’agisse de trouver l’aire com- 
prise entre la courbe y z=5x*, l’axe des x, et les ordonnées 
répondant aux abscisses 1 et ô. En appelant U cette aire, on 
aura 

V — f ôx'dx. 

Ji 

Il s’agit donc de trouver la fonction dont 3 x* est la dérivée ; 
il est aisé de voir que c’est x'. Si , dans cette fonction x’ , on 
remplace x par 3, on obtient ‘27 ; si l’on remplace x par I , on 
obtient 1 ; le résultat est donc 27 — 1 ou 20. Ainsi 

5x*dx = 26. 

164 . — Avant d’aller plus loin, il y a quelques remarques 
utiles à faire. 

I. Nous avons supposé jusqu'ici les axes rectangulaires; s’ils 
faisaient entre eux un angle 0 dilférent de 90°, les rectangles 
élémentaires, tels que 1 // 1 , seraient remplacés par des paral- 
lélogrammes ayant pour mesure yli sin 0. On aurait donc 

ü = lim . 2 ÿh sin 9 = sin 0 . lim 2 ijh 
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OU 


U = sin ùj' y dx. 


c’est-à-dire qu'il siiltirail de multiplier par sin 0 l’expression 
précédemment obtenue pour l’aire de la courbe. 

II. Vtie inléfjralepatl avoir des éléments néyatif s. Soit, par 
exemple, la courbe ABMCD, qui coupe deux fois l’axe des x ; 

, , l’aire comprime entre cette courbe, 

l’axe desx, et les ordonnées AO 
, et Diy, présente une partie BMC, 

^ , située au-dessous de I axe des X. 

- 7^.^ »■ \ Dans cette partie de la courbe, ' 

Fig. 50. l'ordonnée étant négative, on 

regarde l’aire de celle portion de courbe comme négative 
elle-même. 

S’il arrivait que la partie négative fût égale en valeur ab- 
solue à la partie positive, l’aire totale serait regardée comme 
nulle. 

III. J .es signes I el d représentant des opérations inverses, 

se détruisent lorsqu ils se superposent. Ainsi J du = h, sauf la 
constante arbitraire. Ainsi encore 


• J f (^) = f (^) ^1^- 


IVr n a vu que l'on a généralement 

f (' (x)dx = f(b)—f(a). 
J f> 

On convient d’écrire de meme 

1"^ f'(x)dx = f (a)— f (b), 
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d'où il résulte 


I f(x)dx=- / f'{x)dx, 

Jl> J a 

c'est-à-dire que l'on chaïuje le signe d'une intégrale en inter- 
vertissant ses limites. Celle convention est quelquefois com- 
mode. 


11. - I.NTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. 

% I. — PRINCIPES ET PROCÉDAS D’INTÉGRATION 

i«5. — I. Lorsque la quantité placée sous le signe J' est 

affectée d'un facteur constant, ce facteur peut être mis hors 
du signe. Soit, par exemple, l’eNpression 

(1) J\f{x)dx. 

Le facteur A affectant tous les éléments de l'intégrale est 
un facteur commun à tous les termes d’une somme, et peut, 
par conséquent, être mis en évidence ; on peut donc écrire 

(2) xjf(x)dx. 

Réciproquement : lorsqu'un facteur commun est placé de- 
vant le signe d'intégration, on peut le faire passer sous le 
signe. Dans l’expression (2), par exemple, le facteur A affecte 
une somme; on peut donc effectuer la multiplication, ce qui 
revient à affecter du facteur A chacun des termes de la somme, 
et peut s’écrire sous la forme (I). 

lee. — II. L'intégrale d'une somme de dtfférenûelles est 
égale à la somme des intégrales de ces différentielles. 
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Soit, par exemple, l'expression 



-l-y (X)] rfj. 


Elle revient à la somme des quantités suivantes (IG2) : 


f (fl) dx -h f (fl) dx 
-h f(a-+- dx) dx + y (fl + dx) dx 
“H /"(o “1“ 2 dx^ dx -t— y (fl H— 2 dx) dx 
+ /"(fl + 5 dx) (/x + y (fl + 5 dx) dx 


-i- fia -t- (il — 1 ) dx] dx - 1 - y [fl + (« — 1 ) dx] dx, 

en supposant fl + ndx. Or lasomme des termes qui for- 

f'i’ 

ment la première colonne est égale à I f(x)dx, et la somme 

J° 

des termes qui forment la seconde colonne est égale à 
rb 

j y (x) dx. On peut donc écrire 

J \f(^)-^?(^)]^^=^ f f(j^)dx-hj y(x)dx. 


C’est ce qu’il fallait démontrer. 

On étendrait sans peine la démonstration à la somme d'un 
nombre quelconque de différentielles. 

i«*. — III. L'intégrale de la différence de deux différen- 
tielles est égale à la différence entre les intégrales de ces diffé- 
rentielles. C'est-à-dire que l'on a 

J\f(x) — 'r{x)]dx=J^f(x)dx—J^ <f(x)dx. 

La démonstration est la même qu’au numéro précédent; il 
suffit de remplacer les signes + qui séparaient les deux termes 
de chaque élément de l’intégrale proposée par des signes — . 
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Il résulte de cette proposition et de la precedente que Vin- 
tàjrale de la somme algébrique d'autant de différentielles qu'on 
voudra est égale à la somme algébrique des intégrales de ces 
différentielles. Ces intégrales se trouvent ainsi affectées des 
memes signes que les différents termes d’un même élément 
de l'intcgralc proposée. On aurait, par exemple, 

r — 'i'(s)]dx=f f(x}dx-hj f(x)dx 

J a J a J a 

— f% (-r) dx. 

J" 


i«i9. — On a vu, dans le calcul dilfércntiel, qu’il existe 
une règle générale pour la différentiation des fonctions (15). 
Il n’existe malheureusement pas de règle générale analogue 
pour l’intégration des différentielles. Si l’expression qui est 

sous le signe Ç est une différentielle connue, l’intégration se 


trouve immédiatement effectuée; si cela n’a pas lieu, on peut, 
en employant divers procédés, chercher à ramener l’expres- 
sion donnée à une différentielle connue ; mais on ne peut pas 
toujours être certain à l’avance qu’un de ces procédés réussira. 

Ces procédés sont au nombre de trois. Le plus simple con- 
siste à multiplier et diviser par un facteur constant convena- 
blement choisi. 


Soit, par exemple, l’intégrale J' x^dx. 

Wle qu-ell. .. pré^nu, 1 I. 


pas une différentielle connue ; mais on voit aisément qu’on la 
ramènerait à une différentielle connue en multipliant sous le 
signe par m -t- 1 ; car (m -t- 1) x” dx est la différentielle de 
Or on peut effectuer cette multiplication sous le signe, 
à la condition de diviser par m -t- 1 hors du signe (165), car 
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ce sont (leux optiralions conlraircs effectuées sur l’intégrale 
proposée. On peut donc é> rire 


f •'" =ïir^ f = 


m ■+■ 1 


en ajoutant une constante arbitraire C si les limites de rintc- 
grale ne sont pas indiciuées. 

Soit encore l'expression^ dx. 

La quantité sous le signe J" n’est pas une différentielle con- 
nue, mais elle deviendrait une différentielle connue si elle 
était multipliée par Or on peut effectuer cette multi- 

plication sous le signe, à la condition de multiplier hors du 

lOfT g 

signe par la quantité inverse î on oura donc 


, log r Ing a , , 
a‘ dx = r-^ I r-^ « = 

log U J log e 


+ c. 

log (J 


le». — Le second procédé d’intégration consiste à cbaïujer 
de variable, c’est-à-dire à établir entre la variable qui figure 

sous le signe Ç et une variable auxiliaire une relation telle 

qu’en remplaçant la variable donnée par sa valeur tirée de 
cette relation, l’expression placée sous le signe d'intégration 
se change en une diflérenticllc connue. 

/ dx 

- ^ ... j . 

La quantité placée sous le signe J n’est pas une différen- 
tielle connue; mais si l’on pose a: = oh, d'où dx = a du, et 
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qu’on fasse la substitution, on trouve 

f-J^= C-^âÊL== r-j!^=arc.sin« + C. 
J — J v«’ — 


ou, en reincltant pour u sa valeur -, 
(Ix 


I 


\ a' — X* 


X n 
arc.sm — h L. 
a 


j ilx 

xvx‘ — I 


La quantité placée sous le signe n’est jias une différentielle 

1 „ . , du 

connue ; mais si 1 on pose x= - , d ou dx= et qu on 


substitue, on trouve 



— (/y 


ou, en remettant pour y sa valeur - , 


/ 


dx 1 

== = arc .cos — h L. 
xv'x’ — 1 ^ 


no. — Le troisième procédé est connu sous le nom d’in- 
téyrttl'wn par parties, locution inexacte mais consacrée. On 
sait que si u et t’ sont deux fonctions d’une même variable x, 
on a (*21) 

d ,uv = u dv + v du. 

On en tire 

» dv = d . iiv — V du. 
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Les deux membres de celte efçalile clanl deux différentielles 
égales, si on les intègre entre les mêmes limites, les résul- 
tats seront égaux, puisque les deux intégrales obtenues se 
composeront d'un même nombre d’éléments égaux chacun à 
chacun. On peut donc écrire 


J' udv — J d.ttv — J vdu, 

, attendu que les signes j et d se détruisent quand ils se 


superposent, 



C’est sur celte relation que se fonde le procédé d’intégration 
par parties. Elle exprime que si l’on a sous le signe J un 


produit de deux facteurs u et dv, dont Vun dv est une diffé- 
rentielle connue, l’intégrale de ce produit est égale an pre- 
mier facteur u, multiplié par l'intégrale vdu second, diminué 

d'une seconde intégrale dans laquelle il y a sous le signe j" 

l'intégrale v qu'on vient d'obtenir, multipliée par la différen- 
tielle du du facteur qui n'avait pas été touché. 

Soit, par exemple, l’expression 




xe‘dx, 

on trouTcra, en appliquant celte règle, 

y* xe^dx = x.e‘ — J e‘.dx=xe‘ — c^-+-C. 


Il arrive dans ce cas que l’intégration proposée est ramenée à 
l’intégration d’une différentielle connue. 
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Soit encore l’expression 

j arc lang x.dx, 
on trouvera de même 

J arc tanga: .dx = !>rc tangi. x — J x . , 

ce qu’on peut écrire 

r , 1 /’ 2xf/x 

J arc tang x . (ix=x arc tang x — ^ J 

L’intégration proposée se trouve ainsi ramenée à une in- 
tégration plus facile. Car si l’on examine la quantité placée 

sous le second signe J , on reconnaît que le numérateur 2x<fx 

est la différentielle du dénominateur 1 -H x’; cette quantité 

est donc de la forme ^ ,qui estia différentielle du logarithme 

népérien de u ; on a donc ici 

J arc tang x . dx = x . arc tang x — ^ log* ( 1 x’) -I- C, 

en ajoutant toujours une constante arbitraire si les limites de 
l’intégrale ne sont pas indiquées. 

L’habitude du calcul peut seule suggérer le choix à faire 
dans chaque cas entre les procédés que nous venons d'ex- 
poser ; et il est utile de répéter qu’on ne peut pas toujours être 
assuré d'avance qu’on réussira à effectuer l’intégration pro- 
posée en employant un ou plusieurs de ces procédés. 


{ 3. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES LES PLUS USITÉES. 

i»i. — Différentielles algébriques entières . — Considérons 
d’abord la différentielle monomc kx*dx. Pour l’intégrer, on 
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emploiera le procétlé du n" 168, c’est-à-dire qu'on multi- 
pliera par m-+- 1 , sauf à diviser l’intégrale par ce facteur ; on 
aura ainsi (165,168) 

/ {m-hl)x-rtr=^-^const. 

On voit que la règle à suivre consiste à auijmenler l'expo- 
sant de X d'une unité, et d diviser par cet exposant ainsi 
augmenté. On trouvera ainsi 

S 

J i0x^dx = —, — l-const = 6x*-+-const. 

O 

IlEMAnQLT,. La règle est en défaut pourm = — 1, parce 
que le dénominateur m-t-1 devient nul. Mais, dans ce cas, 

l’expression placée sous le signe J est une différentielle con- 
nue, celle du logarithme népérien de x, car on a 

jAx~'dx = A J ^^ = Alog'x-t-const. 

i»*. — Supposons maintenant que la différentielle soit 
polynonic. Eu combinant la règle ci-dessus avec le principe 
du n“ 166, on trouve aisément 

f(Ax- -h l}x"-•-^ . . . ^Tx + U) dx= h- h- . 
d m-t-i m 

Tx’ 

— — t- l'x -H const. 

Par exemple, 

f (x‘— 5x'-^6x-7)dx = ÿ- 


x^ -f- ôx* — 7x -f- const. 
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US. — Diffé'entielles algébriques fractionnaires. On peut 
ne considérer que le cas où le numérateur est d’un degré in- 
férieur à celui du dénominateur; car, s’il en élail autrement, 
on pourrait cfl'ectuer la division; le quotient se composerait 
d’une partie entière et d'une fraction ayant pour numérateur 
le diviseur, c'est-à-dire un polynôme de degré moindre que 
le dénominateur proposé. 

Supposons d’abord que le dénominateur soit du premier 
degré; et soit 

Adx 
mx -h H 

la différentielle proposée. On multiplie le numérateur par m, 
et l’on divise l’intégrale par ce même facteur ; on a ainsi 

Adx A i' mdx 

J mx + n m J mx -4- n 

Mais alors le numérateur de l’e.vpression placée sous le signe 
d'intégration est la différentielle du dénominateur; cette ex- 
pression est donc de la forme qui est la différentielle du 
logarithme népérien de «. On a donc 

/ ■ = — log' (mx -f-«) ■+■ const. 

■J mx -I- n m ” 

Par exemple , 

1 * 4 . -r- Supposons, en second lieu, que le dénominatenr 
soit du second degré, le numérateur sera au plus du premier, 
et la différentielle donnée sera de la forme 

(mx-F-ii) dx 
ox’ -h ùx -4- c’ 
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Il y a lieu de distinguer Irois cas, suivant que les racines du 
trinôme placé en dénominateur sont réelles et inégales , 
réelles et égales, ou imaginaires. 

I. — Considérons d'abord le cas où ces racines sont réelles 
et inégales; en les désignant par a et 3, on pourra écrire le 
dénominateur sous la forme 


a (x — a.) (x — f.). 

La méthode consiste à poser 

mx + Il A II 

(X- — a) (X — fi) j; X — fi ’ 

et à déterminer A et B de manière que cette relation ait 1 leu 
quel que soitx. En chassant les dénominateurs, elle devient 

mx + « = A (X — P) -t- B (X — a). 

Celte relation devant avoir lieu identiquement, on peut y faire 
successivement 

x = a et x = 3, 

ce qui donne 

ma-t-« = A(a-g), d’où A = — 

a — ? ’ 

cl 

m3 + n = B(^ — a), d’où B = — 

a — fl ’ 

en supposant a 

Les coeflicieiils A et B étant ainsi déterminés, on aura, en 
vertu de la relation (1), 

f (^^-hn)dx Kf dx B /• djc 

J a (X- a) (X a J x-?, 

= -, '<(■»; — a) -i- - log'(x — fj)-t-consl. 
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Par exemple, on trouvera en suivant cette marclic 

J 3x* — 15j; + 18 5 J x — 3 S J x — ‘2 

iô 9 

= ~ log* (x — 3) — j log'(x — 2)-l-const. 

On traitera de même l’exemple suivant, qui se rencontre 
dans les applications : 


dx 

j 

1 

r dx 

« -f-X 

2a ^ 

1 a — X 

dx 

i 

r — dx 

a -i-x 

2(1. 

} a — X 


i 1 

■ 2 - '‘'e' (" ~ ^ ‘"8' (" — •j;) ■ 


1 , , fl 4 -X 

=r — ln‘* 

2 « a - X 


■I- const. 


const. 


II. — Si les racines du trinôme placé en dénominateur sont 
réelles et égales, la différentielle proposée peut s'écrire 

en appelant a la racine doulde. La méthode 

fl(X — a)* 

consiste alors à changer de variable en posant 


X — a=u, d’où dx — du. 


Un a ainsi 


(wix + n) dx r {mu mx + ÿ) du 


/ {mx ■+■ n) dx _ p 
fl(x— a)‘ j 


air 


mÇdu mx + n Ç du 

a J XI a J XX* 


m 


^•log'.n- 




du 

j? 

n 1 


a 


fl U 

nix + n 


fl 


const. 

1 


X -a 


+cons‘. 
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Ou trouvera, par exemple, ainsi 


J ù(x— '■2}' O ” ' ' 


'x — 2 


-const. 


III. Nous supposerons enfin que les racines du trinôme en 
dénominateur soient imaginaires. On sait que dans ce cas le 
trinôme peut se mctlrc sous la forme 


fl l(x — 


La mé'.liode consiste à poser x — 3. = ^u, d’où (lx = ^du; 
en substituant, on obtient 


(mx-i-n)dx /'*(ni,v«4- «n -4- ») Jidu m udti 

fl (y H' -I- ~ 7 j 

-H « r du 


j (wx-hllj (IX / 

flllx — J 


nia 


«H 


La différentielle placée sous le second signe J ' est une diffé- 
rentielle connue ; on ramène celle qui est sous le premier 
signe^ à une différentielle connue en multipliant par 2 sous 
le signe et en divisant par 2 hors du signe ; car on a alors 
sous le signe d'intégration l'expression dont le numé- 

rateur est la différentielle du dénominateur, et qui a par con- 
séquent pour intégrale le logarithme népérien de ce dénomi- 
nateur ; on trouve ainsi 

f (mx -I- II) dx m , , , , ,, 

(x — a)’ 


nia 


, — arc tang ii -t- const = loa 
” 2(1 ° 




nia 


ali 


Il , X — a 
- arc tang . — 


const. 
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Par exemple, on obtient ainsi 


/ 


(ix-i-l)rfx 2, ,f(x — 5) 

3x’— r>0x + 87 ~3 ” L ~ 

7 J. 5 

-1- 2 • arc tang — 1 - const. 



* *«. — On peut concevoir que l’on suive une marche ana- 
logue quand le dénominateur de la fraction est d'un degré 
quelconque. I/algèbre fournit des méthodes pour décomposer 
les fractions rationnelles en fractions simples; on peut donc, 
théoriquement du moins, ramener ainsi l'intégration d’une 
différentielle fractionnaire rationnelle, dont le dénominateur 
est un polynôme en x de degré quelconque, à l’intégration de 
plusieurs différentielles fractionnaires plus simples. Mais cela 
suppose qu’un puisse trouver les racines d’une équation de 
degré quelconque, ce qu’on ne sait pas faire. Nous ne croyons 
donc pas utile pour les applications de développer ici cette 
méthode générale ; nous nous contenterons de traiter les exem- 
ples suivants, où le dénominateur est du troisième degré. 

I. Supposons d’abord que la différentielle proposée soit 

(x* — 5x -I- 3) dx 
(x-f- 1) (X — 1) (x — 2)‘ 

Nous po.serons 

x’ — 5x-l-3 A B C 

(x-i-l) (x— 1) (x — 2) x-Hl "'"x — 1 "^x — 2 ’ 

ou 

x’— 3x-t-3=A(x — d) (x — 2)-l-B(x-+-1) (x — 2) 

-t-C(x-f-l)(x — d). 

En faisant successivement x= — d, x=-t-d, x = -|-2, 

tl 
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on trouvera 


9 = G.\, J’où A = ^, 

-1= — 2B, d’où I} = J, 

— 3=:ôC, d'où C=: — 1. 
Par conséquent, on pourra écrire 


/■ 


(j* — f)x + ô)(lx 5 /'■ (Ix i r 

(X -f- 1 ) (,r — t ) (X — 2) ~ 2 J X4-1 2 J X 

— log' (x — 2) + const. 


fl^ 

-H 


11. La mélliodc (juc nous venons d’emplover est en défaut 

lorsque deux racines du dénominateur sont égales. 

Supposons, en effet, qu'on ait à considérer la fracliun 

mx’ + IIX -h V . 

; /-T et uu on pose 

(x — a)lx — b)’ ^ ' 

A n 


?nx’ 


• IIX- 




C 


(x—a){x — b)' X — a x — b x — b' 
en cliassanlles dénominateurs on obtient 


mx'-hiix -t-p = A (x — by-h (B + C) (x — a) (x — h), 

relation qui ne saurait être une identité, puisque le second 
membre s'annule pourx = ù, tandis que le premier ne eoii- 
lient pas le facteur x — b, si la fraction proposée a été réduite 
à sa plus simple expression, ce qu’on peut toujours supposer. 

Dans ce cas, au lieu de décomposer la fraction proposée en 
trois fractions dontlcs dénominateurs soientdu premier degré, 
on la décompose en ilcux fractions seulement, l’une ayant un 
dénominateur du premier degré (x — o), l'autre un dénomi- 
nateur du second degré (x — b)'. 
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c -, 1 • • (x* — t}.T + ù)dx 

Soit par exemple a intégrer ; on posera 


(a.+ l)(x-2)* 


X’ — 5x + O 


(x + l){x — 2)*~x + l (X — 2)” 
ou, en chassant les dénominateurs, 

x’-5x-t-5 = A(x — 2)*4 -(Iîx + C) (x + I); 


lîx + C 


et l’on déterminera les coefficients A, II, C en donnant à x trois 
valeurs distinctes, par exemple x = — 1, x = 2 et x = 0; 
on trouve ainsi : 

pniirx= — I, 9 = 9A, d'oii A = i ; 
poiirx = 2, — ô = ô(2B-f-C); 

pourx = 0, +5 = iA-f-C; 


les deux dernières donnent C— — 1, et 15 = 0. 
On aura donc 


/ 


(x* — fix 4- 5) rfx 
(x + 1) (x — 2)’ 



r dx 

J (x-2)‘ 


= log'(x + d) 


d 

(X— 2) 


4- const. 


III. On emploie encore le même ordre de décomjiosition 

quand le dénominateur a deux racines imaginaires. Soit, par 

, .... (x* — 5x4-ô)(/x 

exemple, a intégrer- ; — — n ; on posera 

* ’ ° (x-t-d) (X — I ’4-4 ’ * 


X* — iix -I- 5 A Px -T- C 

(x-l-l)Kx— l)’-h4] "■ F+i l(x-d)‘+4j 


ou, en chassant les dénominateurs, 

x’ — 5x -4 5 = A [(x — 1)’4-41 4- (Bx-l-C) (x -t- 1), 
et l’on fera successivement x= — 1, x = 0, x=- 4 l;oii 
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trouvera ainsi 

9. 

pour T = — 1 , 9 = 8A, d où A = g', 

•21 

pour X = 0, 5 = 5A C, d où C = 0 J.A g- > 

pourx = l, — 1 = 4A -t- (B + C)2, 

d’où B= — ^ — 2A — (. = — g. 


On aura donc 

[* (x’ — 5x-(-"i)dx 9 (/x i C (x + 21) dx 

J (x+l) l(x — l)'+'4Ï“8j X4-1 sj l(x-l)’+ir 

La première intégrale du second membre a pour valeur 
log* (x + 1); la seconde, traitée par la méthode du n° 174,111, 

donne i log' + 1 J + H arc tang ; il vient 

donc enlin 


r (x’— 5x-i-3)((x 

J (x-t-l)l(x — 1)‘-t-41 


= g log' (X 4- 1 ) 




(x’-1) 


11 , X — 1 

y arc tang 


-h coiisl. 


IV. Nous supposerons enfin que le dénominateur ait ses trois 
racines égales et qu’on ait à intégrer, par exemple, 

(x’ — 5x 4 - 5) (/x 
px — 2)^ ■ 


On posera x — 2 = 11 , d’où dx = da; et en faisant la sub- 
stitution il viendra 

du du ^dii 
' — — ou r — O— • 

ji’ U n' U 

La première de ces trois différentielles a pour intégrale log' 11 , 
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la seconde - , la troisième, qui revient à — a pour 

3 5 2 

intégrale + - u“* ou On a donc 

° 2 2 U* 


J 


’(x’ — 5x -I- 3) dx 


(x-2)^ 


: log' (X — 2) 

I 3 


X — 2 2 ‘ (X— 2 )* 


const. 


i»6. Diffeieiilietlesirriitiounelles du second de<jré. I. On sait 


que rex|iiession 


dx 


sinus est x; on a donc iiuinédialemcnt 


est la diffcrenlicllc de l’arc dont le 


r dx 

J vT=^* 


: arcsinx-+-consl. 


II. Soit mainlcnaiil l’expression dx\l — x‘ ; pour l’intc- 
rcr, on co 

(pii donne- 


"rcr, on commence par inulliplier et diviser par y'I — x’, ce 
(1 — a’) dx 


y 1 — x’ 


■ , cl par consequcnl 


(I) 


r,/xv-r:r7= 

J Jyl-x’ . 


I.a première intégrale du second membre csl connue. La 

seconde peut cire mise tous la forme -|- I x ^ • ou a 

J yl-x* 

ainsi sous le signe J" deux facteurs dont lun, le second, est 

une différentielle connue, car c'est celle de y'I — x’ (30). Si 
donc on applique à cette inlègrah le procédé de l’iiilégralion 
par parties (170), on aura 

(2) -I- Çx.- ^ ^ = X y 1 — x’ — r y l — x‘.(/x> 

*/ y l X* 
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Substituant ccttc valeur linns la relation (l), on obtient 

J" dx y 1 — X* = arc sin x -f- x y 1 — x* — J dx y l — x’. 

On voit qu'on a ainsi reproduit en signe contraire dans le 
second membre l’intégrale qu’il s’agissait d’obtenir ; si on la 
fait passer dans le premier membre, celui-ci se trouvera donc 
doublé, et, en divisant par 2, on obtiendra finalement 

J* dx y' i — x’ = [ arc sin x + x y 1 — x’J -l- consl. 


m. — III. Pour intégrer 


dx 


et l'on pose 

( 1 ) 


yl + x> 


on change de variable, 


y 1 -I- x’ = H — X. 
Élevant au carré et réduisant, on obtient 
I —11' — 2»x, 
et, en différentiant cl divisant par 2, 


0 = 11 du — udx — xdu, d’où 


dx 


du 


U — X 


ou, ce qui revient au même en vertu de la relation (I), 


dx 


y 1 -4" X* 


(lu 

II 


On peut donc écrire 


/ dx rijn 


= I — = log' U + consl 


= log' (x 4- y 1 -+- x’) -t- consl. 
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On inlé^rcrait de la même manière ■ . ■ , et l'on aurait 


J 


dx 


V X* + k 


: log' (x ■+■ \ x’ -h k) -f- const. 


IV. Soit maintenant à inicgrer dx y 1 +x* ; on commencera 

( 1 -E-x’)r/x 


parmulli|ilier et diviser par \ 1 -t-x% ce <]ui donne- 
On a donc 


\ 1 -I- X* 


( 2 ) 




x'dx 

1 “1- X* 


La première intégrale du second membre est conne ; la 
seconde peut s’écrire 



xdx 

sF+7*’ 


la quantité sous le signe J est alors un produit de deux fac- 
teurs, dont le second est la différentielle de y l -|-x’; on a 
donc, en appliquant le procédé de l’intégration par parties. 



xdx 
y l -I-x 


- = xy l+x>- V 


1 -f- x’ . dx ; 


et, en substituant dans la relation (2), 


j' dx y'i -hx* = log' (x + y 1 -f- x*) 

-f- X \ 1 -+■ X* — ^ y 1 -t- X* . dx . 


Le dernier terme du second membre est alors le premier 
membre changé de signe. Si on le fait passer dans le premier 
membre, et qu’on divise par 2, il viendra donc 
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J (fxy 1h-x’= 2 [log' (x-l- v I+x’) + Xy'l+x’j4-consl. 
On intégrerait de même dx \ x’-f- k, et l'on trouverait 
J" dx\x' + k=^ [felog' (j+v x*-I-A) +x V x*-t-A:] -i-const. 


Mais si l’on avait à intégrer (/xy x’ — k, on aurait 
J' dx v^x’ — k = 2 '“ë' + V ^ \ • 


Ce résultat ne diffère du précédent, comme on pouvait s’y 
attendre, qu’en ce que k est changé en — k. 

• »8. — V. Si, dans les exemples qui précèdent, le radical 
portait sur un trinôme du second degré, ce cas pourrait être 
ramené aux précédents; mais les résultats seraient de nature 
différente, selon que le terme en x’ serait affecté d’un coeffi- 
cient positif ou négatif. 

Supposons-le d’abord négatif, et soitc + èx — ax* le tri- 
nôme placé sous le radical. Ce trinôme pourra s’écrire 


a 


(- 

\a 



ou, en ajoutant et retranchant dans la parenthèse , 


\ (^ - 4 - \ 

(x '' V I 

iaV 

r J 


quantité qui est de la forme 

— (x — a)’]; 
c b* 

car on doit admettre que - -f- ^ est positif, autrement le 
radical serait imaginaire pour toutes les valeurs de x. On 


Digilized by Google 


INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. 


217 


pourra donc poser 

x=a+Pu, d'où dx = pdu; 

et , en faisant la substitution , on donnera au trinôme la 
forme a?’(i — m’), et le radical portera sur 1 — u*. On sera 
donc ramené aux cas traités au n° 1 76. 

. , dx 

Soit, par exemple, à intégrer — ■ ; en ajoutant 

' v7+üx— X* 

et retranchant sous le radical le carré de la moitié du coeffi- 

, . dx 

cient de x, c’est-à-dire 9, on pourra écrire — 

v'itj— (■»•• — 3)' 

On posera 


x=5-l-4«, d’où <ix = 4(/u, 


et l’on aura 


4 du . , , du 

— , ou simplement ■ . — . ; 

V 16 — 16u’ vî — 


on aura donc 


r r du . 

I — — — I - = arc . 5111 U -I- const. 

J V 7 -t- 6x — X* J v^l — H’ 


.X — O 

:arc.sin — ; 1- const. 


Soit encore à intégrer 


dx y 6x — x’; 

on pourra écrire 

dx ^9 — (X — 3)’. 

On posera donc 

X = 5 -1- ô», d’où dx — Zdu, 

et il viendra 

Ôdns9 — 9k*, ou 9du\'l — u’* 
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On aura donc 


J^dx^lix — a:’=9 duv' 1 — «* 

= ^ [arc sin u -t- u y 1 — «’] 4- consl. 


9f . JT — 5 x — 5^ /, (a;— 3)*'| 

_ [arc MH ^ y 1 ^J- 


■ const. 


= ô |arcsm^-;^’4-^ 

tj 


=§[• 


I (x — 5) V üx — x’J 4- consl. 


H9. — VI. Supposons en second lieu que le coefricient 
dex* .-oit positif, et soit ax'-hOx-f-c le trinôme. On' pourra 
récrire 

ou, en ajoutant et retranchant dans la parenthèse le terme 



quantité de la forme 


On posera 


n[(x-a)'±;i*]. 


x=zdz^u, d’où (/x = ±^rfn; 


cl, en substituant, le trinôme deviendra 

et le radical portera sur «’±: 1. On sera donc ramené aux cas 
traites au n" 177. 
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Soit, par exemple, à iulêgrcr 

(5x — ‘2) dx 
y 4x* — 1 üx -t- 20 

Le trinôme sous le radical pourra s’écrire 

4 (X* — ix -h 5) , ou 4 [(x — 2)’ -i- 1 ]. 

On posera donc 

X = 2 + «, d’où (Ix = (lu ; 

et, en substituant dans la différentielle donnée, elle deviendra 
(Ttu + 4) (lu 

On aura donc 

^ (5x — 2)(/x 7) r udu q r (lu 

J \/ix ' — lÜX-(-20 J yH’-hl 

= ^ V -l- • + log' (« -t- y h’ 4-1 ) 4- Il y 11 ’ 4- 1 ■+■ const . 
•~ô V 2)’ 4- 1 4- log' [fx — 2) 4- y (x — 2)* 4- 1 ] 


4- (x — 2) V (l — 2)’ 4- 1 4- const. 
= log' [ (x — 2)4- y'x’ — ix 4- b ] 


4- v'x‘ — 4x 4-5-1- const. 


180. — Différentielles binômes. On donne ce nom aux 
différentielles de la forme 


(1) {a bx")’’ . dx . 

On peut remarquer d’abord que si p était un nombre en- 
tier, on pourrait développer le binôme, et, en multipliant ses 
termes par x”i/x, on aurait une suite de différentielles de la 
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forme AxUlx que l’on pourrait intégrer scparcmenl. Nous n’a- 
vons donc à considérer que le cas où p n’est pas un nombre 
entier. 

On ne diminue pas la généralité de l'expression (1), en 
supposant n positif, car si l’on avait 




on |ioiirrait écrire, en multipliant par x” dans la p.ircntlièse 
et en divisant par x"'’ hors de la parenthèse, ce qui ne chan- 
gciait pas le produit, 

x’"-"'’ {b + ox")'’ dx , 

cx[ircs.sion qui est de meme forme que la proposée, mais où 
rex|)osant n est positif. 

Ou ne diminue pas non plus la généralité de l’expres- 
sion (I) en supposant m cl n entiers. Suppo.sons-lcs , en 

effet, de la forme — et - , de telle sorte que la différentielle 
fs ^ 

proposée soit 

x'[tt-h bx‘ J dx. 

On posera 

x = h", d’où dx=rsu'‘~'du\ 
et, en substituant, il viendra 

rs . u"’ (fl - 1 - b'^jp . td'~' .du. 


expression qui, au facteur constant près rs, est de même 
forme que la proposée, avec cette seule différence que les 
exposants nis et ur sont entiers. 

Kn définitive, on voit que dans la différentielle binôme (1) 
il est permis de regarder m et n comme entiers, et n comme 
positif. 

iwi. — Nous avons vu que la différentielle binôme est in- 
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tégrahic dans le cas de p entier. Elle l’est encore dans deux 
autres cas. 1 ° Posons, en effet, 


d’où 


a 4- ftx" = H, 



et 



En subsliluanl ces valeurs dans l’expression proposée, on 
obtient 



et l’on voit (]ue celle différentielle serait intégrable si — - — 

était un nombre entier et positif. 

2 ° La différentielle binôme peut s'écrire 4- 

Si on opère sur celte quantité comme nous venons de le faire, 
on obtient la condition d’inlégrabilité en remplaçant m par 
m 4- np et n par — n. On trouve aussi que l'expression est 
intégrable si la quantité 


m 4- pu + i 
n 


î 


OU 


/ m 4- 1 

V n 



est un nombre entier et positif. 

Dans tous les autres cas, la différentielle binôme ne peu 
être intégrée à l’aide des fonctions algébriques et logarithmi- 
ques. On se propose ordinairement alors de ramener son in- 
tégration à celle d’une différentielle de même forme dans 
laquelle les exposants m et p soient les plus petits possible en 
valeur absolue. 

1 — Si l’on écrit la différentielle binôme sous la forme 
[a-y-bx^'Y .x"âx, 

on voitqu’elle est le produit de deux facteurs, dont l'un x*dx 
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est une différcnliclle connue; on peut donc appliquer le procédé 
de l’intégration par parties, et l’on aura 


< 2 ) 


/ 


{a + bx")’’ .x’"dx={a + bx") p . 




. pbn (a 4 - bx’')’‘~'.x'~'dx. 
(« -4- pbn 


m -+- 1 


m ■ 


J' x"’’’” (a ■ 


bx’’)'^‘ . dx. 


La différentielle binôme placée sous le signe J dans le se- 
cond membre est de même forme que la proposée ; elle en dif- 
fère en ce que p est remplacée par p — 1 et m par m -t- n. 
Mais on peut déduire de la formule (2) une autre formule qui 
ramène l’inlégralion de la difl'érenlielle proposée à celle d’une 
différentielle de même forme, dans la(|ucllc ni coii'eive sa 
valeur, et p est remplacé par p — 1. Pour cela, on ob-erve 
qu’on a 

bx”*" — X” (a - 1 - fcx’’) — flx". 


Si l’on substitue cette valeur dans (2), on obtient 



+ bx")‘‘.x"dx = 


(a-hbx”)” .x”*' 

m -+- 1 


p n 
m 4- 1 
p na 
m-i- 1 


• bx“Vx’‘dx 


j(« 

J' X” (a + bx”)’’-' dx , 


cl, si l’on passe le terme affecté du signe — dans le premier 
membre, on en tire après réduction 


(•^) 


/ 


{a-hbx’’)’' x'dx = 
p n n 

”1 -+- 1 -H pu 


(a 4- bx^x"-^' 
ni 4- 1 + pn 

J X" {a + bx"Y-' dx. 
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On peut renverser cette formule, c’est-à-dire en tirer In 
valeur tic riiilégralequi ligure dans le second membre. Si l’on 
fait ce calcul, cl que l'on change ensuite p en p-t-1, on 
obtient 


(4) 


/<«■ 


- bx''Ÿ . x’"dx = - 


ni-t- 1 -l-H (p+ I) 


U' + l) 


>+l) f 
lia J 


(/)-!- 1) na 
(a + bx"Y*' .x'^dx. 


Les formules (">) ou { i) serviront, quel que soit le signe de p, 
à ramener rinlcgralc proposée à une autre de même forme, 
où, m restant le même, la valeur absolue de p aura été di- 
minuée d’une unité. Et, en répétant un nontbre de fois sufli- 
sanl cette opération, on ramènera l’exposant de p à avoir pour 
valeur absolue une fraction. 

IMS. — La différentielle proposée peut être démmposéc 
d’une autre manière en deux facteurs dont l'un soit une diffé- 
rentielle connue. Mnlti|>lions et divisons, en effet, par la dé- 
rivée de bx’, c’est-à-dire par iibx’~' ; nous pourrons écrire 

1 

. . (fl -t- bx"}’’ . bnx''~'dx. 

bn ' 


Sous cette forme on reconnaît <pie le facteur 
(a -+- bx")'' . bnx"~'dx 

est la différentielle de {a + divisée par;)-i-l. En 

appliquant donc le procédé de l’intégration par parties, on 
pourra écrire 


( 5 ) 



-f- bx''Y . dx = 


bn 


«-F-I 


{a ■+■ bx’Y*' 

p+[ 


(m~n+ I) r 

{p + i)ub J 


'{a -h bx"Y '^' . dx. 


L’intégrale proposée se trouve donc ainsi ramenée à une 
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autre de même forme, dans laquelle l’exposant rti est remplacé 
par m — n, et l’exposant p par p + 1. Mais on peut déduire 
de la forme (5) une autre formule qui ramène l'intégrale 
proposée à une intégrale de même forme, dans laquelle p con> 
serve sa valeur, et tn est changé cnm — 1. Pour cela, on 
observe qu’on a 

a;""" + -f-tx")’’. {a + bx') 

= ax"'" (a -t- bx")" + bx” (a + bx’)”. 

On a donc 


J* x"~" (a 4- bx")'^' .dx=a J’ x"“" (a 

+ b J" x" (a 4- bx") 


bx'Ydx 

''dx 


Si l’on substitue cette valeur dans la relation (5), qu’on 
fasse passer le dernier terme dans le premier membre et 
qu’on réduise, on en tirera 


( 6 ) 



a 4- bx’)'' dx 


(fl 4- èx")"-’-' 
(m4-i 4- «P 


a (m4-l — n 
fc (m 4- 1 4- iip) 


/ 


x""" (o 4 -èx")’’(fx. 


On peut ensuite renverser cette formule, c’est-à-dire en 
tirer la valeur de l’intégrale qui figure dans le second membre; 
et si l'on change alors m en m 4- n, on obtient 


( 7 ) 


J' x”{a- 


■ bx’)’’ dx = 
à (m 4- 1 - 


x"^‘ (o 4- ftx") 


|H-l 


a (m 4- 1) 


fl (m 4- 1) 
n 4- n/)) j" 


-i-bx ") . dx. 


Les formules (6) ou (7) serviront, quel que soit le signe 
bm, à ramener l’intégrale proposée à une autre de même 
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l'unnc, dans laquelle,;) restant le même, la valeur absolue dem 
sera diminuée dq h. .. 

En employant successivement les formules (5) ou (4), pui.s 
les formules (ü) ou (7), on parviendra à retrancher de p toutes 
les unités contenues, et de m tous les multiples de)i qu’il ren- 
ferme. Qiielq\iefois l’opération peut être abrégée par l'emploi 
des formules (2) ou (5) . 

Remarque. Les formules (3) et (6) sont en défaut quand 
m-f-4 -t-n;) est nul; ou, ce qui revient au même, quand 

”* ■ 7^ ^ + P est égal à zéro. Mais alors la différentielle binôme 
n ° 

est intégrable direclement (181, 2“). Le nombre pétant frac- 
tionnaire, on n'a jamais /) -t- 1 = 0 ; ainsi la formule (4) n’est 
jamais en défaut. Mais la formule (7) est en défaut pour 
m = — 1. Or, dans ce cas encore, la différenlielle binôme peut 
être intégrée directement (181, 1°). 

184 . — Prenons pour exemple la différentielle 
— ^ , ou a:‘(l — x') *.(/x. 

On a dans ce cas 

m = 4, n = 2, 

Pour diminuer d’abord la valeur absolue de l'exposant p et 
celle de l’exposant m, employons la formule (5) ; elle don- 
nera 

(8) J' x‘ (1 — !’)■’ (lx = +x'(i- x’)‘* (Ix 

— 3 — x’I’.dx. 

Pour diminuer encore l'exposant de x dans le facteur hors 

15 
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parcntlicse, faisons usage de la formule (6), en y faisant 
i 

m = “2, n=2, P = — ^ ; elle donnera 

I x’ (1 — x’) * f/x = — ^x (I — x’)’ + — x’) * dx 

I î i 1 

= — 1 — x’ + ^ arc sin x + consl. 


Substituant cette valeur dans (8), on obtient 
J x‘(l — x’) * f/x=:jf’(i — x’) * 4- |x(t — x’)* 


— ^ arc sin x + const. 


I8S. — Difféienlii’Iles lofjay'tthmiqiies et exponentielles. 
L'inlégralc de logx . dx s’obtient par le procédé de l’intégra- 
tion par parties. Un a, en effet, 



C lo" 6 

x.dx = logx.x — / — ^(/x.x 
= X logx — X log c 4- const. 


Plus généralement on trouve par le même procédé 


/ x“ log . X . dx = log . X . — — J — f— 
J ° ^ m-hi J m- 


loge 


*4“ \ X 

,m-hi 


dx 


HM-1 


loge. 


(m4-ir‘ 


-const. 


On a vu (108) comment on peut intégrer a^dx en multi- 
pliant et divisant par une constante convenable. On a , en 
effet , 



lo'' /‘logn , loge 

i I i a^dx = 

logoj loge Io{ « 


4- const. 
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/Vv*= - /■- |2S-“ _|!Sf ,-.+con.i. 

^ logaj logt; loga 

Si a = ey il vient 

j e‘dx = e* -f- const. et j er^dx — — tf“* 4 - 


const. 


Il peut arriver que, dans ces expressions, x soit multiplié 
par un facteur constant; comme, dans la différentiation, ce 
facteur affecte la dérivée , il faut, dans l’intégration, tenir 
compte de cette circonstance en multipliant et divisant par ce 
même facteur. On trouvera, par exemple. 




^)dx = ^J' (me’" + dx 

4- const. 


= - 
m ' 


cl 


/’ 1 

j (^ — e“"“) dx — — J (mt^* — mg~'"} dx 

i 

— — (e"" 4 - 4- const. 

ni ' 

Ces deux formules trouvent leur emploi dans les applica- 
tions. 

L’cxponcnliellc peut être multipliée par une puissance dex; 
l’intégration par parties permet alors de diminuerd’une unité 
l’exposant de celte puissance. On a, par exemple, 

( 1 ) J x" e^dx =r= x” — m j x"“‘ e'dx. 

Si m est entier et positif, en répétant un nombre suflisant de 
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fois celte opération, on obtiendra e.vactcmenl l’intcgralc de- 
mandée. On trouvera, par exemple, 

J X* e’dx = tr* (x* — 2x -I- 2) 4- const. 

Sim est négatif, on peut renverser la relation (1), c'est- 
à-dire en tirer la valeur de l’intégrale placée dans le second 
membre; en changeant ensuite »n en m 4- 1, on obtient 

J * j.m+1^ 1 ^ 

X" e'dx = i T- / x"'^V</x , 

?n 4- 1 m 4- 1 

et si m est entier, en appliquant un nombre suffisant de fois 
cette formule, on ramènera l'intégration demandée à dépendre 

de j x~'e^dx. On ne pourra pas aller au delà, parce que la 

formule (2) est en défaut pour m = — 1 . On verra plus loin 
que celte dernière intégrale s’obtient par développement en 
série. 

Si l’exposant m est fractionnaire, l’emploi des formules (1) 
ou (2), selon qu’il sera positif ou négatif, permettra de ramener 
l’intégrale demandée à une intégrale de même forme dans la- 
quelle l’exposant de x sera une fraction. 

18e. — Différentiellesreiifennanl des fondions circulaires. 
Il résulte immédiatement de ce qu'on a vu dans le calcul dif- 
férentiel (44) que l’on a 


et 


/ 

/ 


sin X dx = — cos X 4- const. 


cos X dx = 4- sin X 4- const. 


Soit à intégrer 


langx dx 


ou 


sinxdx 
cos X ’ 
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on rcmar(|iiera que le numcraleur est, au signe près, la dilTé- 
renliclle du dénominateur ; si donc on écrit 


— sin X (/x 
cosx ’ 


on aura une expression de la forme — , qui est la différentielle 

Xi 

du logarithme népérien de h ; on aura donc 


ftmgxdx = — f — log'.cosx + const. 
J J cosx 


On trouvera de même 


/ , rcosxdx , , • . 

cotX(/x= I — ^ = log' .sinx -+- const. 

J sinx ° 


Pour intégrer -r 


(Lt 


on pose 


sinx 

x=2m, d’où dx = üdu, 


ce qui donne d’abord 

2d« du 

■ O ou . 

sm2u sinucosM 


On divise ensuite les deux termes par cos'u, ce qui donne 

du 

cos’ U 
tang »' 

Mais est précisément la différentielle de tangu; ainsi 

cos* K ‘ 

l’expression à intégrer est la différentielle du logarithme né- 
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périen de tangu. On a donc 

J ' ~ consl. = log' . tang ^ J -f- const. 

L’intégrale / se ramène à la précédente en posant 

t/ COS X 


d'où 

et, par suite, 


^=2 


dx=~ dy \ 


f^= -fi&i = - ‘*"4 » + 

= — log' tang — 0 + consl . 

18». — Il résulte de ce qu'on a vu dans le calcul diffé 
rcnliel (Li), que l'on a immcdialcmcnt 

(lx= — cot . a: -H const, 

snrx 

et 

I' (Ix 
J cos* J 


:langx-t-const. 

JU 

Quant aux intégrales 

J sin’xdx, et J cos*xf/x, 

un les obtient aisément par addition et sou«lraction. On 
a, en effet, 

j cos’x(ix+J sin’xf/x 
= / (cos’x + sin*x) f/x= Jdx=x-f-consl. 


■ i;v C,(Xïjde 
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j cos'xdx — j sin*xtlx 

= J' (cos'x — siti*x)f/a: = J' cos2xdx, 

ou, en multipliant et divisant par 2, afin d’avoir sous le 
signe d la même variable que sous le signe cosinus, 

j cos'xdx — J'sin'xdx = ^j cos 2 .rd. 2 x 


= jj sin2x-Hconst. 


Par suite. 


/• 11. 

/ cos’xf/x = 7; X -I- 7 sin 2 x -h const. 
J 2 > 


2x + sin 2x 


r 11 

j sin*X(/x=jjX — ^sin2x-Hconst. 

2x — sin2x 

= ; h const. 

Si l’on avait à intégrer siu'x cos'xdx, ou pourrait écrire, 
en multipliant et divisant par 1, 

1 ' . 1 . 

T • i sin*x cos'x dx, ou sin’2x dx, 

4 4 


ou encore 


g s'r;’2’"d . 2x. 
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En vertu de la formule qui précède, il viendrait donc 

4x — sin 4x 


j' sin’xco!>*xdx=ij sin*2xd.2x=- 


52 


const 


/ sin* X 

, dx, on pourrait écrire 

COS X 

r~- dx= f — / dx=tangx — x-t- const. 

J cos’x J cos'x J ° 


On aurait de même 


/ cos’xdx r ilx /■ , 

— r— — = -r-; dx = — cotx — x-l-const. 

siii'x J siirx J 

Plus généralement, si l'on a à intégrer sin"x cos’’xrfx, et 
que l’un des exposants ni ou p soit impair (on les suppose tous 
doux entiers), l’intégration pourra être ramenée à celle d’une 
fonction algébrique entière. Car soit, par exemple, 

p — 2k -h i. 

ün pourra écrire 

sin” X cos“ X . cos X dx ; 

et, en posant 

1 

sinx = K, d’où cosx=(l — »’)*, 


et 


cos xdx — du, 


on aura à intégrer 


u”(l — u'y.dtt , 


diriérerliellc algébrique, rationnelle et entière. 
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Par exemple, on trouvera ainsi 


j sin* X cos* X (Sx= J u* (1 — u*)' 


du 


1 T 4 • 6 ,, 4 lu. . 

= 7 “ 9 “ n “ ~ Î3 “ “*■ Î5 '* 

= ^ sin’x — g sin’x 4- j-j sin''x — Y^sin‘*x 

4- -tt: sin'*x 4- const. 

15 


Plus généralement encore, et quels que soient les expo- 
sants m et p, on peut transformer sin'x cos'x dx en une dif- 
férentielle binôme, en posant sin x = u. Car on peut écrire 


ce qui revient à 


sin“x cos^‘ X . cos X (ir , 


f-J 

«"(1 — u’) ’ . du. 


188 . — Les différentielles qui renferment des fonctions 
circulaires inverses, telles que arc sin xdx, ou arc tangxdx 
s’intégrent par le procédé d’intégration par parties. On trouve, 
en effet. 


J arcsinxdx=arcsinx.x — f . 

J yJi—X* 

=x arc sin x 4- v 1 — + const. 

J arc tangx.(/x=arctangx.x — J 

. 1 /’2xdx 

= arctangx.x-2 j ÏT^’ 


Dans le s:icond membre, la quantité sous le signe j est une 
fraction dont le numérateur est la différentielle du dénomi- 
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natcur,c’cst-à-dii cune fraction de la forme — , qui est la dif- 
férentielle du logarithme népérien du dénominateur u ; il vient 
donc 

J * arc tangx . dx=x arc tangx — | log' (1 -H x’) -H consl. 
On trouverait de même 

J * arc cosx . dx =x arc cos x — v^ l — x’ -l- const., 
et 

J " arc cot xdx=x cot x-h^ log'(l 4-x’) -H const. 

180. — C'est encore à l'aiile du procédé d’intégration par 
parties que l’on intègre les différentielles simples qui con- 
tiennent des exponentielles et des sinus ou cosinus. Un 
trouvera, par exemple, 

mais 

— Ç e*sinxf/x= Ç e‘{ — sinx)</x = e’cosx — J'e^cos,xdx. 
Par conséquent 

et, en passant le dernier terme dans le premier membre et 
divisant par 2, 

J' cos X dx = ^ e’ (sinx +cos ;;) -f- consl. 
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ISO. — Si, dans les expressions étudiées aux n°‘ 186, 
187, 188, 189, la variable x était multipliée par un facteur 
con.ütant, l'intégrale devrait être divisée par ce facteur. On 
aurait, par exemple. 


/ cos «IX </x = — f cos mx . dmx ■■ 


sinmx 


m 


const. 


/ sinmx (/x = — ~ T — si 
mj 

/ tang mx .dx~ — — C - 

mJ 


sin mx . dmxz 


cosmx 


m 


■ const. 


sin mx d mx 


cos mx 


= log' cos tnx -h const. 

m 

1 cos mx dmx 1 


J , , 1 cosmx dmx 1,,- 

cotmx(fx=— I — ^ = — loK sin mx-H const. 

m I sm mx m ° 

/ siir»nx</x=— / sin’i 

"‘J 


‘ mx . dmx 


2mx — sin2mx 
4m 


const. 


/ cos* mx (fx = — f cos* mx . dmx 

J 


2mx -I- sin 2mx 


const. 


cl, ainsi des autres. 


S 3. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES PAR DÉVELOPPEMENT 
EN SÉRIE 

lOf . — Considérons d’abord l'expression f{x)dx. Celte 
expression est une fonction dex, dont la dérivée est f{x) ; si 
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donc f(x) et ses dérivées successives conservent des valeurs 
•finies de 0 à X, on pourra développer l’expression proposée 
par la Formule de Maclauriu (69) ; et, en remarquant que 
l’intégrale s’annule pour x = 0, on aura 

(1) // W dx = 0 + /-(O) I + r (0) ^2 + /■" (0) -H. . . 


La série qui forme le second membre pourra donc tenir 
lieu de la Fonction dont f{x) est la dérivée. 

Considérons maintenant l’intégrale I f(x)dx. Si f{x) et 

ses dérivées conservent des valeurs finies de 0 à x, on pourra 
remarquer que l’on a 

r f(x)dx= f f(x)dx— f“f(x)dx. 

%) t \) O */ O 


Si donc on développe par la formule (1) les deux intégrales 
qui figurent dans le second membre, et qu'on opère la sous- 
traction, on obtiendra 


( 2 ) 


Jj(x)dx=f(0).^-j^ + f'(0) 


+r(0)^ 


x'-a* 

1.2 


Si f(x) et ses dérivées conservent des valeurs finies de a 
à X, mais qu’il ne soit jias permis d’y Faire x = 0, on pourra 
opérer comme il suit. 

Posons 


X = fl + H , 


et 


J f{a+u)du=V{u). 
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Nous pourrons développer la fonction F par la série de 
Maclaurin. Mais nous aurons 


F(ü)=0, F' («)=/• (0 4-M), d’où F' (0) =f (a), 
F"(,i) = f'la-hu), d’où F"(0) = /'' (a), 
F"' (»)=/•''(« + «), d’où F'"(0) = f'(o), 

et ainsi de suite. Il viendra donc 


("') 


ou 


/ (n 4- w) (lu = 0 4- /■(a) . J -4-r (o) ^ 


■r(«) 


(5) 


L 


f{x)dx=f{a) 


1.2.3 
(x — fl) , 


fia) 


(x — fl)* 

1.2 




t 9 t. — L’intégration par développement en série peut 
encore être présentée d’une autre manière qu’il est utile de 

connaître. Soit f(x) la fonction placée sous le signe j * ; et 

supposons qu’on puisse la développer par la série de Ma- 
claurin, on aura 

f(x)=m+r (0) f m + r (o) +-+R- 


Multiplions les deux membres par dx,et intégrons entre les 
limites 0 et x, il viendra 


(•t) 


+r(0)n 
+ rira 
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Or, soient a el ^ la plus grande et la plus petite valeur 
(|uc prend R, (piand x varie de 0 à x ; on aura 

adx>R,rf.C>?r/jr, 

et, par conséquent, 


ax]> , 


J R,f/x>gx. 


La quantité^ R,(/x est donc égale à un certain pro- 
duit kx, dans lequel k désigne une quantité comprise entre a 
et Mais R, tendant vers zéro à mesure que n augmente, il 
en est de même de a et de et par consé(]uent aussi de la 
(|uantité intermédiaire k. Donc kx tend vers zéro à mesure 
(pie H augmente, c’est-à-dire que l’intégrale (|ui figure dans 
le second membre de l’éipiation (4) est un rente qui tend 
vers zéro. On peut donc se dispenser de Décrire, et l’on re- 
tombe ainsi sur l’équation (I). 

Si l’on intégrait entre les limites a et x, on retomberait de 
môme sur l’équation (2). On pourrait aussi établir de la meme 
manière l’équation (5) en développant -t- h). 

lot bis. — Comme premier exemple de ce qui précède , 
proposons-nous de développerunarc en fonction de son sinus. 
L’application de la formule du binôme (80) donne, pour x, 
compris entre 4 - 1 cl — l, 


I -t 115 

-J:^. = (l-x’) *=1 +^x«-4,V4.r‘- 

V'i-x* ' ’ ^ 


1 .5.5 


2.4.0 


-.x' -4-. 


Multiplions les deux membres par dx, et intégrons de 0 à x, 
il viendra 


1.x* 1.5.x’ 1.5.5x' 

arc sinx=x -t- -+- ^ -f- , 7 - , - -I-. . . . 

2.0 2.4.0 2.4.0./ 
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Pour x = l, on obtient 


(5) 


■^ 2.3 


1.2 


— •4 


1.3.5 


2.4.5 ’ 2.4.6. 7 


2:p1) 


Comme second exemple, cherchons le développement de 
l'arc en fonction de sa tangente. La formule du binonie 
donne 

q-^^ = (l — x’)“‘=l — x’ + x' — x*4-..., 


Multiplions par (Ix et intégrons de 0 à x, nous aurons 

x’ x^ x’ 

(6) arctangx=x — =-4-.... 

O i 

Poui- x=l, on obtient 


( 7 ) 



tes. Resiahque. — Les formules (5) cl (7) ne convergent 
pas assez rapidement pour servirait calcul du nombre t. .Mais 
on peut en déduire des formules plus convergentes. On dé- 
montre aisément, et il est facile de vérifier, que l’on a 

1 1 

arc tang . 1 = 4 arc lang g — arc tang . , 

d’où 

1 

P — arc tan 

5 

On calcule arc tang ^ et arc lang par la formule (6), cl 

en substituant on obtient la valeur de r.. Il suflit d’employer 
les onze premiers termes du premier développement, et les 
trois premiers termes du second, pour obtenir le nombre - 



= 4 ^4 arc tang 
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avec quinze décimales. (Voir les Traités d’Algèbrc supé- 
rieure. ) 

tS4. — Au lieu de multiplier les deux membres de la for- 
mule de Maclaurin par dx, on peut les multiplier par x"(lx, 
m étant un exposant positif; et, en intégrant de a à x, on 
obtient 


x'‘f{x) dx = f{0) . 


u"+‘ 


X"*'- — a"+‘ 

l.(m 4- 2) 


On démontrerait, comme au n° 191, que le veste de la série 
tend vers zéro. 

On peut appliquer une méthode analogue à l’intégration de 


1 *^ (Ix 

la différentielle - — , que nous avons rencontrée au n° 185. 
X 


On a, en effet. 


e" = l 


X 'x* X* 

1 O îXr. 


x‘ 

1.2.3.i 


. .-4- R, 


rfx . « 

Multiplions les deux membres par — et intégrons de a à x, a 

X 

étant supposé positif, il viendra 

e*dx , , X X — a x’ — o’ x* — (â 

J. ^ •»--^-i-+X3T-^OX5 

x‘ — a' dx 

J/’T- 


(8) 


Or, si a et P désignent, comme plus haut, la plus grande 
et la plus petite valeur que prenne B, quand x varie de n à x, 

, ç’n ^ ,n 

I intégrale I R, — sera comprise entre al — et P | — , 

%/ a ^ */*X e ^ 
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‘2 il 


X X 

c’esl-à-dire cnire a log' ■ - cl ^ log' . Elle aura donc pour 

X 

valeur une quantité telle que k log* . - , étant compris entre 

a et 3. Mais R, tendant vers zéro à mesure que » augmente, 
il en est de même de a et de et par conséquent aussi de 

/'*' (Ix 

l’intermédiaire k. Donc enfin l’intégrale I R, — est un reste 

J a ^ 

qui tend vers zéro, et que l’on peut se dispenser d'écrire. 


i 4. — CALCUL DES INTEGRALES DÉFINIES PAR APPROXIMATION 

l»5. — Lorsqu'une intégrale délinie ne peut être obtenue 
par aucun des procédés d’intégration connus, on peut tou- 
jours en calculer la valeur nuniériijuc avec une a|)proxiina- 
tion plus que suffisante en général pour les besoins de l’ap- 
plication. 

C’est encore au calcul approcbé ipi'il faut recourir lorsque, 
comme cela arrive fréquemnient dans les questions qui tou- 
chent à la pratique, la fonction qui figure sous le signe j 

n’est point connue sous forme matliéinatiqiie, mais qu’elle 
est seulement donnée par des valeurs isolées ou par le tracé 
d’une courbe. 

Il existe, pour le calcul approché de la valeur numérique 
des intégrales définies, plusieurs méthodes, dont la plus répan- 
due est fondée sur les considérations géométriques suivantes. 

Supposons d’abord qu'il s’agisse 
d’évaluer le trapèze curviligne AOIJC, 
limité par une courbe ARC qui n’est 
point donnée, mais déterminée seule- 
ment par les trois ordonnées équidis- 
tantes AO, BP, CQ, que nous appelle- 
rons 1/,, y,. Désignons par h l’inter- 
valle OP = PQ des ordonnées. 

16 



o". _Jr U \ 
I '> • 

Fig. X". 
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Si la courbe ABC csl continue, et si, entre les points A etC, 
elle ne présente ni inflexion ni aucun autre point singulier, 
ou pourra, sans erreur notable, la remplacer par une autre 
courbe quelconque remplissant les memes conditions, par 
exemple par une |)arabole ayant pour axe une parallèle aux 
ordonnées; c’est-à-dire que l'aire du trapèze curviligne limite 
par cette parabole, l’axe dos x et les ordonnées extrêmes, 
différera fort peu du trapèze curviligne i)t'oposé. Et l'erreur 
sera d'autant moindre que la distance h sera plus petite. 

Si l’on inet l’origine au pied O de la première ordonnée, 
l’équation de la parabole dont il s’agit sera de la forme 

(1) i/ = y, + rtx + frxC 

Et comme elle doit passer par les points B cl C qui ont pour 
coordonnées 

x = h,y = tj,, et x = 2/i,j/ = y„ 
on devra avoir 

(-) î/i =y* + yi =î/o + 

équations ijui déterminent a et h. Posons -it — y, — J/», la 
‘ première des éiiuations (2) pourra s’écrire 

<ô) A, — «/i -t-/dib ’ 

Posons de même 

•i'i — 'J. — y, : 

en rotraiicbant meinbre à membre les éipiations (2) on ob- 
tiendra 

(i) A', = n/H-5Wd. 

Posons enfin, 

A, A , A, , 

on trouvera, en retranebant membre à membre les équa- 
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lions (7)) et (-4), 

(o) a,= 2Wi’. 

De celte dernière on lire 


h = 


2 h' ’ 


el, en substituant dans (5), on obtient 

1 



‘243 


L’équation de la parabole est donc 


(C) 


y = y.+ 



1 

2 



1 

■+■ ‘2 • 


x’ 

/!’■ 


Cette équation, dans laquelle les quantités A, el A, sont ce (pie 
l'on appelle la différence première et la différence necunde, 
est celle qui-, dans la pratique, sert à résoudre le problème du 
I’Inteiipolatiox *. 

l’our obtenir l’aire de la parabole, il suffit (102) de multi- 
plier les deux membres de l’équation (C) |)ar dx, et d'inté- 
grer entre les limites x = 0 el x = 2/i, ce qui donne, en ap- 
pelant U l’aire cbercbée, 

U = 2/ij/„ -+- 2/i — S 

= 21» ^!/„+ A, -f- |j A,^ , 


ou, en remettant pour A, el A, leurs valeurs a, = j/, — i/,, et 
A,= A',— A,= !/,— 2!/,-t-î/„ 

(7) U = 2/t (,j, -F- ~ = I (!/„ + iy, -F- y,) . 


* Voir eu mot daiut notre Dictionnaire (Us MaUUuiatii^ues af)f>liquécs. 
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IMB. — Supposons maintenant qu il s agisse il évaluer 1 aire 
(lu trapèze AÜCB limité par une courbe quelconque AH, l’axe 
des X, et deux ordonnées extrêmes i/„, Y. Divisons 1 inter- 


VI 



vallc OC de ces ordonnées en un nombre pair n de parties 
égales, et soit h l’une de ces parties. Par tous les points de di- 
vision menons des ordonnées, que nous désignerons successi- 
vement par ÿ,, ÿ,, y,. . Soit H, l'aire du trapèze curvi- 

ligne limité par les ordonnées y„ et y,, «, celle du trapèze 
limité par les ordonnées y, et y,, et ainsi de suite; enfin, 
n, celle du trapèze limité par les ordonnées y„_, et Y. Nous 
aurons, en vertu de la formule (7) établie au numéro pré- 
cédent 

\ 

», = ^è(i/„-f-4y, -t-y,), 

+ + !/()’ 

\ 


Ajoutons inembrc à membre toutes ces inégalités, et soit U 

1 

Paire totale à évaluer. Le facteur ^ h sera commun.^es or- 

0 

données extrêmes y„ cl Y n’entreront chacune qu’une seule 
fois dans la somme. Les ordonnées d’indice pair y„ y,i 
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ÿ,_, y enlrent chacune deux fois. Les ordonnées d’in- 
dice impair y^, ÿj, . . ■ y,..„ y entreront chacune quatre 
fois. On aura donc 

U = ï l(î/o + ^) + (ÿi + J/s"*" • • •■+'!/»-i) 

TeWc eal h l'onnnle (le Thomas Simpson. Elle s’énonce en 
disant que ; Taire de la courbe a pour valeur le tiers de Tin- 
tervalle de deux ordonnées consécutives, multiplié par la 
somuie des ordonnées extrêmes, plus quatre fois la somme des 
ordonnées d’indice impair, plus deux fois la somme des or- 
données d'indice pair. 

f.c résultat du calcul s’approchera d’autant plus de la 
vei llé que le nombre « sera plus considérable. 

I»». — Pour donner une idée de l'approximation, propo- 
sons-nous d’évaluer par cette méthode l’aire de l’hyperbole 
équilalére xy=-i, depuis l’abscisse 1 jusqu’à l'abscisse H. 
Divisons l'intervalle 1 1 — 1 en dix parties égales; les ordon- 
nées répondant aux abscisses i, 2, 7>..., dO, d i auront |>our 
valeur : 

X — I y„= 1,000 7...y. = 0.1i". 

x=:2 y, = 0,500 X— 8...y, = 0,125 

j = 5 y- = 0,7>7t7> x-= 9...y, = 0,dld 

x = 4 y^ = 0,250 x = 10. , .y, =0,100 

x = 5 y, = 0,200 x = dl...Y=0,01)l 


x = G ÿ, = 0,l67 I 

La somme des ordonnées extrêmes y„ -I- Y est 

égale à 1 ,09 1 

La somme des ordonnées d’indice impair 
!/i + .'/s + lli + y^ + !/«5 3 pour valeur 1 ,142; en 
multipliant par 4, on obtient 4,508 

A Repoiiteii. . . 5,059 
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Repoiit r),tir)fl 

La somme des ordonnées d’indice pair 
!/i +îy» + !/ 6 “f ”!/8 ® valeur 0,787 ; en multi- 
pliant par 2,011 trouve i,574 

La somme de ces nombres est 7,255 

En multipliant par le liers de l’intervalle de 

1 

deux ordonnées conséculives, c’est-à-dire par =, 

ù 

puisque ici /i = 1,on obtient 2,411 

Or l’aire dont il s’agit est donnée exacte- 
C"tlt 

ment par la lormule f — =log'.1 1=2,5970... 

i' 1 X 

■ou environ 2,598 

Il y a donc une erreur en plus, qui est de. . . 0,015 

Et l’erreur relative correspondante est ou un peu 

moins de 7 ^ 7 . 

184 


198 . — Uemmiqoes. 1. Si la courbe proposée avait des 
l'oints d'inOexion, il faudrait mener les ordonnées de ces 
points, et évaluer séparément les p ■.riies de l’aire totale com- 
prises entre ces ordonnées. 

II. Si la courbe coupait l’axe des x , auquel cas une 
partie de la courbe serait située au-dessous de cet axe, il 
l'andrait évaluer .séparément les aires |)ositives placées au- 
dessus, et les aires négatives (104, 11) |)lacées au-dessous. 

III. La formule de Thomas Simpson s’applique à toutes 

les intégrales définies, car la fonction placée sous le signe 

peut toujours, si elle est continue, représenter l'ordonnée 
d’une courbe, et par consé(|uent l’intégrale proposée repré- 
sente l'aire de celle courbe. 



. Google 
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l.a forimilo n’e-t ni iléf.iiit que lorsque l’une des limites 
est iufinie, ou (m’elles le sont toutes les deux. ^ 


\ 

lit. — Afl'LlCATlO.NS DE CM.CÜL DES INTÉCRAIES DÉFINIES 

§ I. — RrCTIFICATION DES COURBES 

i«». — Bectification des courbes jdanes. On entend par 
lonyueur d'un arc de courbe, la limite vers laquelle tend la 
lonffueur d’une li^'nc brisée inscrite ou circonscrite, terminée 
aux mêmes extrémités. On a vu (114) que si x, y sont les 
coordonnées rect iiipulaires d'uii point d’une courbe plane, et 
x-(- A.r, y -I- A/y celles d'un point voisin sur cette courbe, la 
corde qui les joint a pour expression y Ax’-t- A//’. Si le second 
point se rapproche iudélinimeiit du premier, la corde tend 
vers l’arc intiniment petit, que l’on désigne par (Ls, en sorte 
qu’on a 

f/s= lim . y/AJ:‘ + AI/' = (/Xy' l -|- ÿ". 

(’et arc infiniment petit est ce qu’on appelle un élément de la 
courbe, et ce qu’on appelle la lonyiieiir de la courbe, entre 
deux points donnés de cette courbe, est la somme de ses élé- 
ments compris entre ces deux points. /îer/i/icr une courbe, 
c’est calculer sa longueur, depuis le point qui a pour abscisse «, 
jusqu’au point qui a pour abscisse b. On a donc, en appe- 
lant s cette longueur, 

(1) f '/'■ == / dx V I -+- //"• 

« ' t a 

Pour faire le calcul, il faillira donc tirer de l’équation de 
la courbe la valeur de y' en fonction de x, et évaluer l'inté- 
grale définie qui foinic le second membre delà relation (I). 
Nous en donnerons ipielques exemples. 
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•J 18 

too. — lîertificalhm de la parabole. Prenons l'axe de la 
courbe pour axe des y, sou équation pourra être mise sons 
la forme 


y= 


X* 


d’où 



Par conséquent, en comptar.t les arcs à partir du sommet, 
par exemple, on aura 




Pour faire l’intéf'ration, il est commode de poser 
x=pu, d'où (lx=pdu. 
b intégrale indéfinie 

J' jx/mvI + k’ 

a pour valeur 

P -7) + -+- a \'l+«*] +consl. 


ou, en remettant pour u sa valeur -, 

P 




Celte valeur devant s’annuler pour x=:0, auquel cas la qiiaii- 
tilé entre parenthèses s’annule, il faut que la couslanle soit 
nulle. On a donc enfin 




Pi , ^ 


-t- y/'x’-t-p* X \ X‘ -+■ p‘ 


'Ip 


. APPLICATIONS PL CALCUL DL:s INTÉCRALKS DfiFLMKS. 24it 

toi. — Rectification de la chaînette. La courbe qui porte 
le nom de cliainette est celle qu'alTecterait une chaîne infini- 
ment mince, pesante, et parfaitement flexible, librement 
suspendue par ses extrémités. On démontre en Mécanique 
que l'équation de cette courbe est 


on en lire 


Par conséquent 


ÿ'=i(eï-r*), 


-2-f-e = - 

On a donc, en com|)laiit les arcs à partir du point le plus bas 
qui répond à x = 0, 


( 3 ) 




sans constante, attendu que l’expression doit s'annuler 
pour x=0. 

tôt. — Rectification de la cijcloide. On sait que celle 
courbe est représentée par les équations 

j = H (a — siiia), et ÿ = R(1 — cosa). 

On en tire successivement 

(te = 11(1 — cosa)(/ï, (/ÿ = It8in a(/a, 

(te l — cos a ’ 


1 +!/'• = 


1 — 2 cos a -t- cos’ a-t- sin* a 
1 — cos Xj* 


1 — cosa' 
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On a ilonc, si l’on calcule la longueur de la cycloïde enlièro, 
depuis le point qui a pour abscisse 0, jus(|u'au point qui a 
pour abscisse 2-R, 

s= r* R ( 1 — cos 3.)dx. — — ■ 

J O Y i — cos a 

= Ry2 r diy'l — cosa=2R r sin^ida, 

ou, en multipliant et divisant par 2, afin d’avoir sous le 
signe d la même variable que sous le signe sinus, 

s = 4lij sin^ï-d^ja. 

1 

L'intégrale indéfinie est — cos jra; et, entre les bmitcs fl 

Z 

et 2x, elle devient 1 -t- 1 ou 2. On a donc enfin pour la lon- 
gueur de la cycloïde entière 

(4) ,s = 8R, 

ou 8 fois le rayon du cercle générateur. 

tos. — Rectifiention des courbes à double courbure. 
Soient a:, y, z, et x-l- Ax, y-t-sy, 2-1- A 2 , les coordonnées 
do deux points voisins sur la courbe; la corde qui les joint a 
pour expression ^ AJ'-t- Aÿ*-t- A 2 ’* Si l’on conçoit que le se- 
cond point se rapproebe indéllniincnt du premier, celte 
corde tendra vers l’arc qu’elle sous-tend, (|iic l’on appelle un 
élément de la courbe, et que l’on désigne jiar ds. On a doue 

ds = lim . s 'Ax' + Aif+ A3» = dz y/ -t- ijj) 4- 1 . 

La longucnr de la com be entre deux points, répondant aux 
ordonnées 2 = n et ; = fc, est la somme de ses éléments com- 


Digitized by GocJgle 



APPLICATIONS DU CAIXPL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 2:.l 
pri.s entre ces deux points. En la désignant par .s on a donc 




+ 1 . 


Pour faire le calcul, on tirera des équations de la courbe les 

valeurs de et de , et l’on évaluera l’intégrale définie 
«J (U 

formant le second membre de la relation (5). 

f04. — Nous prendrons pour exemple la courbe qui a pour 
équations 

x — (tzcosmz, et y = az s\n mz- •, 


c’est une hélice conique, intersection d’un cône de révolution 
avec un cylindre dont les génératrices sont parallèles .i l’axe 
du cône, et qui a pour base nue spirale (rArcliiincde. 

Ün tire de ces équations 

dx 

= a cos mz — tnaz sin mz. 

(Iz 

(ly 

= a sm mz ■+■ maz cos mz. 
dz 


Elevant au carré et ajoutant, on obtient 




dzf 


* /I* 


m* a 


Par conséquent, on aura, en comptant les arcs à partir du 
plan des xy, 


s= f (fjyV-t-m'n’j’-t-l . 


Peur effectuer l’intégration, on posera 


v'I +a‘ 

■ .H, 

ma 


d’où dz — ' 


I ’ 


ma 


dit: 
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Nous prendrons pour premier exemple le cercle, parce <|u’il 
e.sl inlére.^sanl de reirouver par celle voie les résullals ob- 
lenus par des voies toules différen- 
les. Proposons-nous d’évaluer l'aire 
comprise cnlre un arc de cercle BM, , 
l'axe des X passant par le centre, el / 
les deux ordonnées répondant à x=0 ' 

qui est l’abscisseducentre, etx=OP 
(|ui est une abscisse quelconque. 

Fig. 59. 

Un a dans ce cas = — x’, et par conséjuent 



Si l’on pose 

x = R«, d’où rfx=lld«, 

on obtient 

U = R‘ f du^i — k’ = R* n (arc sin k -+- « y 1 — u’) , 

« * 

sans constante, puisque Paire doit s’annuler pour u=0. En 

X 

remettant pour u sa valeur ^ , on peut écrire 

(l) U = ^ R* arc sin ^ -h X y'R* — x*. 

Ce résultat est conforme à la Géométrie; car si l'on lire le 
rayon OM, on a 

surf. B0PM = scct. BOM -f- tri. OMP 

= 1 RVangleBOM-i- |oP.MP. 

cx|>rcssion qui coïncide avec la précédente. 
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Pour x=R, on aurait le quart du quadrant; dans ce cas, 

. R Z . 1 

arcsinj^ = 2 > par conséquent U=^zR’, 

attendu que le second terme disparaît. L aire du cercle entier 
est bien ainsi représentée par zR*. 

to«. — Aire de l'ellipse. On pourrait opérer comme ci- 
dessus; mais le calcul se simplilie. On a, en elTct, pour l’aire 
du quadrant d’ellipse 

b b 

U= I - vfl‘ — X* ,dx — - I dx Ja' — x*. 

,'on ajo 


Or, l’intégrale qui figure dans le second membre exprime 
l'aire d’un quadrant de cercle ayant pour rayon a ; elle équi- 
i 

vaut donc à -, -a*. On a donc 
4 



1 1 , 

7 za= TzflO. 

i 4 


L’aire de l’ellipse entière est représentée ainsi par zab. 

On peut remarquer que si l’on compare des aires limitées 
aux mêmes ordonnées dans l’ellipse et dans le cercle décrit 
sur le grand axe comme diamètre, les expressions de ces aires 
ne diffèrent que parce que celle de l’ellipse est multipliée 

par L’aire prise sur l’ellipse est donc .à celle qui lui cor- 
respond sur le cercle dans le rapport de è à a. 

to7. — Aire de la parabole. Calculons l’aire comprise entre 
la courbe, l’axe des X et une ordonnée quelconque. Nous 
aurons 

1 

(/=v2px = ^ 2p.x% 
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par suite 


U = 



2 ^ i 


2Ô5 


sans conslatile, puisque l’aire doit s'annuler pourx=0. Celle 
expression penl s’écrire 


U = ^\2px.x 


O 



L’aire considérée est donc les = du rectangle construit sur les 

coordonnées x et 1 / du point auquel correspond l’ordonnée 
prise pour limite. 

On peut remarquer que si, au lieu de la paraliole du se- 

I 

cond degré j/ = y 2p.x , on considère une parabole de degré 
quelconque jy = flx“, m étant un exposant positif quelconijuc, 
l’airo limitée par l’ordonnée correspondante à une abscisse x 
est toujours une fraction rationnelle du rectangle construit 
sur les coordonnées x et t/, car on a 


U = 



ax”(lx = 


flX"’*'* 

m4-l 


sans constante, ou bien 


Itx” . X _ ÿX 
m - 1 - 1 ~ m -+- r 


S 

Dans la parabole y = ax* par exemple, on a 
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to8. — Aire de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 
On SC propose d'obtenir l’aire comprise entre la courbe, l’axe 
des X et deux ordonnées répondant aux abscisses a et x. En 
appelant 0 l’angle des asymptotes, et prenant xj/ = m’ pour 
l’é(|uation de la courbe, on a 


dx X 

U = siii6 I m*. — =m*sin6.log'. 

J. X ’’ fl 


Si l’on suppose ni = 1 , fl =1 et 6 = 90°, il vient 


U = log* . X, 


c’est-à-dire que, dans ce cas, l'aire considérée est exprime'e 
par le même nombre que le loijar'ithme népérien de l'abscisse 
qui répond à la l'imite supérieure: c’est pour cette raison que 
les logarithmes népériens portent aussi le nom de loijarithmes 
hyperboliques. 

to». — Aire de la loyarithmique. L’aire de la loga- 
rithmique 

î/ = ologx 


prise à partir de x=i , a pour expression 


ü = fl 



xdx~ 


a [x log X — (X — 1 ) log e] . 


VI 


» 



Fi(i.40. 


La meme courbe aulrementdis- 
posée peut être présentée sous 
la forme 

y = ka‘ . 

L'aire de cette courbe, comptée 
à partir de x = 0, a pour expres- 
sion 


L = A r fl“'dx=A (1 — fl~^). 
J O log fl' 
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Pour x = oo , on trouve 

U=A|^^ 

loga 

Ainsi, Paire dont il s’agit, quoique prolongée indéfiniment 
dans le sens des x positifs, a néanmoins une valeur finie. 

*io. — Aire de la sinusoïde. L’aire de la courbe 
ÿ = a sin mx, 

comptée à partir de x— 0, a pour expression 



sinmxrfx= — fl — cosmx). 

m ' 


Pourx= — , elle prend la valeur—. Pourx= — . 

m' ^ m m ’ 

prend la valeur zéro; ce qui tient à ce que de x = 


elle 

— à 
m 


a” 

a: = — la courbe présente, au-dessous de l’axe des x, une 


portion égale à celle qu’elle offre au-dessus de zéro à — ; 

m 

en sorte que la partie négative de Paire détruit algébrique- 
ment la partie positive. 

• *». — Aire de la cycloïde. On a vu que l’on a, dans 
ce cas. 


ÿ = R(l— cosa), et (üx=R(l — cosa)da. 


Il en résulte que Paire entière delà courbe, depuis x = 0 
jusqu’à x = 2t:R, est donnée par la formule 


J=R*J' (1 — cosa)’(/i 

= R* ( da - 2 cos * da cos’adi^. 


17 
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La première de ces trois intégrales a pour valeur 'It:; la 
seconde est nulle; la troisième (187) a pour valeur z. 11 
vient donc 

U = R’(2z-I-z), ou U=ôzU*, 

c’est-à-dire que l'aire de la cijcloide équivaut à trois fois l'aire 
du cercle générateur. 

*it. — Aire d'une figure irrégulière quelconque. Rappor- 
tons cette ligure à deux axes rectangulaires traces dans son 
jdan; puis, par des parallèles à l'axe des y, supposons-la di- 
visée en bandes très-minces, telles que MNN'M'. Si les cordes 

MN et M'N' sont suffisamment 
rapprochées, on peut remplacer 
la bande dont il s'agit par le 
rectangle MMII, en négligeant 
les triangles curvilignes MIM 
et NIIN' infiniment petits par 
rapport à ce rectangle. On peut 
Fig. Al. donc regarder l’aire proposée 

comme la limite d'une somme de rectangles analogues, ayant 
pour hauteur la corde MN, que nous désignerons par u, et 
pour base la longueur Nil ou PP', qui n’est autre chose que 
l’accroissement AX de l’abscisse OP ou x, qui répond à cette 
corde. Soient 0A'=a, et OB'=b les abscisses correspon- 
dantes aux parallèles à l’axe des y menées tangcntiellement 
à la figure donnée. Nous aurons 



Comme la corde u ne sera pas en général donnée en fonction 
dex, on emploiera la formule de Th. Simpson. On divisera 
l’intervalle A'B' en un nombre pair n de parties égales; par 
les points de division on mènera des parallèles à l’axe des y, et 
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l'on mesurera les cordes telles que MN ; nous les désignerons 
par H,, U,, M,,. Les cordes extrêmes seront nulles, 
puisqu’elles correspondent aux tangentes AA' et BB'. En appe- 
lant donc h la n"'" partie de AA', on aura, avec une approxi- 
mation dépendant de la grandeur du nombre n, 

[i («1 -t- M. + K, •••) + 2 {«, -F- -I- U. 

L’approximation sera toutefois limitée attendu que les 
cordes H,, n,, etc., ne sont obtenues elles-mêmes que par 

un procédé graphique qui ne saurait donner des mesures ri- 
goureuses. Néanmoins, ce procédé est fréquemment employé 
dans les applications. 

tis. — Aires des courbes en coordonnées polaires. Quoique 
l’on fasse rarement usage des coordonnées polaires dans les 
applications, il peut être utile de savoir évaluer l’aire des cour- 
bes rapportées à ce genre de coordonnées. 

On se propose ordinairement dans ce cas de calculer le sec- 
teur compris entre un arc AB delà courbe et les rayons vec- 
teurs Ü.\ et OB menés à ses ex- 
trémités. Soit d’abord M un point 
quelconque de cet arc, et propo- 
sons-nous d’évaluer le secteur 
.MOA. Si P et (O sont les coordon- 
nées du point M, le secteur MOA 
est évidemment une fonction de u. u A 

Désignons par u cette fonction. 

Quand u croîtra de Au, u croîtra de Ait ; et cet accroissement 
sera l’aire du secteur M'OM compris entre les rayons vecteurs 
OM = P et OM'= P + A? qui répondent à u et à u Au. Or, 
si l’on décrit du pôle 0 comme centre les arcs MI et M'II, on 
reconnaît que le secteur M'OM est compris entre les scctcuis 
circulaires MOI et M'OIl, qui ont pour angle au centre Au. On 
a donc 

1 \ 

^ p’ Au < AK < 2 (? -F- Ap)' A.o , 
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cc qu’un peut écrire 

1 i 

« = 5-2? 

c’est-à-dire que l’aire du secteur de spirale considéré est le 
tiers du secteur circulaire qui aurait pour rayon p et pour 
angle un centre (o. 

II. Considérons en second lieu la| spirale logarithmique 

p = (IC“. 

Nous aurons 

U — n* J' (/,„ = ^ a’ — 0 = 2 

c.vpre-sion facile à construire. 

On peut remarquer que si l’on prend pour limite — w et 
zéro, on obtient 

0) = ln’. 

Ainsi l'aire indéfinie que décrit le rayon vecteur dans le sens 
des (i> négatifs, lors(|ue la courbe tourne indéniiiment autour 
du pôle en s’en rapprochant d’aussi près qu’on voudra sans 
jamais l’at'eindtc, a néanmoins une valeur finie. 


g 3. - CALCUL DE L'AIRE DES SURFACES COURBES. 

tis. — On entend par l’ai/e d’une surface courbe fermée 
la limite vers laquelle tend une surface polyédrale inscrite ou 
circonscrite. On peut toujours imaginer un polyèdre à faces 
triangulaires inscrit dans la surface proposée; et si, par 
chacun de scs sommets, on mène des plans tangents à In 
surface, on détermine un polyèdre circonscrit. Si l’on multi- 
|ilie indéliniment le nombre des faces du polyèdre inscrit, et, 
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par suite, celles du polyèdre circonscrit, les aires de ces deux 
polyèdres tendent vers une limite commune ; c’est cette limite 
ijuiest l’aire de. la surface proposée. 

Si lu surface, au lieu d’étre fermée, est terminée par un 
certain contour C, on peut concevoir qu’on ait pris sur ce 
contour un nombre indélini de points pour servir de sommets 
au polyèdre inscrit, et qui seront en meme temps les points de 
contact d’autant de faces du polyèdre circonscrit. Le polyèdre 
inscrit se terminera alors à une ligne brisée L inscrite au con- 
tour C, et le polyèdre circonscrit se terminera à une ligne bri- 
sée L' circonscrite au meme contour. (En négligeant les infini- 
ment petits du troisième ordre, on peut toujours admettre 
que deux tangentes consécutives de ce contour se rencontrent.) 
Quand on multipliera indéfiniment le nombre des sommets du 
polyèdre inscrit, et, par suite, le nombre des faces du jmlyèdre 
circonscrit, les lignes brisées LetL' tendront versleconlourC, 
et les surfaces des deux polyèdres tendront vers une même 
limite, qui sera encore faire de la surface proposée. 

Il résulte de ces considérations que, dans une étendue iti- 
(iniment petite, aux environs d’un point pris sur la surface, 
cette surface peut être confondue avec son plan tangent en ce 
point. 

On peut remarquer qu’on emploie des considérations du 
même genre dans la Géométrie élémentaire lorsqu’on regarde 
la surface latérale d’un cjlindre comme la limite de celle d'un 
prisme, celle d’un cône comme la limite de celle d’une pyra- 
mide, ou celle d’une sphère comme la limite d’une série de 
surfaces de troncs de cônes engendrés par les côtés d’une 
ligne brisée. 

*16. — Surfaces de révolution. Soit .\Ü la génératrice de 
la surface ; OX l’axe de révolution, AC et KD les traces des 
deux plans perpendiculaires à cet axe et qui limitent la surface 
à évaluer. On peut, à l’aide d’une série de plans perpendicu- 
laires à OX, diviser cet'e surface en zones élémcuitaircs, telles 
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que celle qui serait engendrée par l’arc MM'. La corde de cet 
arc engendre la surface latérale d’un tronc de cône, dont la 

mesure est i (MP 4- M'P') . M.V1'. Si M' se rapproche in- 

définiment du point M', la corde t 
M.M' tendra vers l’arc élémentaire 
ds, et la surface du tronc de cône 
tendra vers la zone élémentaire dU 

de la surface considérée. 

En même temps, si y représente “ 
l'ordonnée MP, l’ordonnée M'P' ou ■''ü- 

!/ -h Aÿ tendra vers y. On aura donc à la limite 



dU = 2zi/rfs; 

et s\ a el b sont les abscisses qui répondent aux extrémités A 
cl 13 de la génératrice, on en déduira 

(I) U = 2-J^ yds = 2z J" ydx\i-hy'*. 

L’équation de la génératrice étant donnée par rapport aux 
axesÜX etOV, on en tirera y et y', et l’on calculera l’intégrale 
définie qui forme le second membre de l’équation (1). 

ti». — I. Prenons pour premier exemple la zone sp/idrir/ue. 
En plaçant l’origine au centre du cercle générateur, on aura 
pour l’équation de ce cercle 

X* ÿ’ = R*, 

d’où l’on tire 
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Subslituanl dans la formule (1), on obtient 


( 2 ) 




Rda; = 2- R (l» — o) . 


Ce résultat est conforme à la Géométrie, car il exprime que 
l’aire d’une zone sphérique a pour mesure la circonférence 
2-U d’un grand cercle multipliée par la hauteur b — « de 
zone. 

II. On peut, comme exercice, calculer la surface engendrée 
parunecycloïde tournant autour de la droite sur laquelle roule 
le cercle générateur, c’est-à-dire autour de l’axe des x. On 
G4 

trouvera U =-^i:R*, R désignant le rayon du cercle généra- 
ù 

leur. 

*18. — 111. Nous prendrons encore pour exemple la surface 
de Vellipsoide de révolution. Nous supposerons l’ellipsoïde 
aplati aux pôles, ce qui est le cas du globe terrestre ; c’est- 
à-dire que nous prendrons pour axe de révolution le petit axe. 
Nous pourrons écrire alors l’équation de l'ellipse génératrice 
sous la forme 

o‘ h'~ ’ 

d’où 



mais nous supposerons b > a, et nous poserons 


O* = à* — a\ 


Nous aurons d’abord 
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d’où 


,, — b\ja'-hc'x‘ 


a' y 


et, en substituant dans l’équation (1), et ne prenant que la 
moitié de l’ellipsoïde, 


Jo «’ a’ Jo 

Pour effectuer l’intégration, nous poserons 

«* J’ < J J 

x = — M, d ou dx = —au -, 
c c 

et, en substituant, 

L= I f/Hv^l-hH’ 

C J„ 

~~C~ ■ ^ +u’)-l-uv'l +m']» 

sans constante, attendu que l’aire doit s’annuler pour x = 0 
et, par conséquent, pour u = 0. llemettant pour u sa valeur 


ex 


on trouve, après réductions. 


TM* b Iq / + V + c’x’\ rfexv'g’-l 

c " \ n* / n’ 

Faisant enfin x = a et réduisant, on obtient 


C*X* 


U: 


( 3 ) 


L’aire de l’ellipsoïde entier en est le double, ou 


log' 
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Remarque. Celte formule doit redonner l’aire de la sphère 
quand on suppose b = a. Si l’on fait à la fois a = fr et 
c = 0, le premier terme de l’expression (3) prend la forme 
ÿ. Mais le facteur variable de ce terme peut s’écrire, en regar- 
dant b comme constant, et mettant à part le facteur 2-&, 



b + c 

\b* — c’ 


ou 




b + c 
b^' 


c’csi-à-dirc 


!&• 

2 c 


[log' 


(b + c) 


— log' {b + c) — 



b -hc 
b — c' 


Pour U = 0, le second terme disparaît. Le premier prend 
la forme | ; mais, en remplaçant le numérateur elle dénomi- 
nateur par leurs dérivées (81), on trouve 


1 1 

l,,è-t-c b — c 

2^ ï ’ 


i l pour c=0, il reste 



ou b. 


I..1 valeur de Paire est donc 

2-6* -f- 2-b*, ou ir.b', 

cc qui est bien Paire de la sphère dont le rayon est b. 

ti9. — Surface quelconque donnée par son équaüon . — 
Soit ABC une surface courbe dont l’équation est 

( 1 ) ~-=f{x,y). 

Par des plans ÜEF, D'E'F' |)arallèles au plan des zij, on la 
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décompose d’abord en zones élémentaires telles que DEE'D'; 
puis , par des plans 
MPP'M', NQQ'N', pa- 
rallèles au plan des 
zx, on subdivise cette 
zone en quadrilatè- 
res curvilignes, tels 
(|ue MNN'.M'. Si les 
distances telles que 
FE' et PQ deviennent 
inliniment petites, ces 
quadrilatères seront 
ce que l’on nomme les 
éléments de la surface **• 

considérée, et la somme de ces éléments , prise entre les 
limites convenables, sera l’aire de cette surface. 

Concevons que l’on ait mené le plan tangent en M; les 
plans MPQN et M'P'Q'N' d’une part, et les plans MPP'M', et 
KQQ'N' de l’autre, détermineront sur ce plan tangent un 
quadrilatère qui sera la limite vers laquelle tend MNN'M'. Or, 
ce quadrilatère déterminé sur le plan tangent a pour projec- 
tion le rectangle POt/ P'; en sorte que, si l’on appelle d U 
l’éléit;ent MNN'M', ou le quadrilatère qui lui correspond sur 
le plan tangent, et ■[ l’angle que ce plan tangent fait avec le 
plan des xij, on aura, par une propriété connue, 

dl’.cosY = PQQ'P'= dxdij, 

d’où 

dlJ = ^. 

Cüs Y 

Mais cos Y a pour valeur (159) 

I 

cosY= — • , 

V P* (/* I 
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les lettres p et q désignant les dérivées partielles de z prises 
par rapport à x et à y. Il vient donc 


dIJ = (Ix (ly ^'p' -hq'+i, 


ou 


( 2 ) 




+ 1 . 


L’aire demandée est la somme des éléments représentés 
par ces formules, dans laquelle il faut supposer qu’on ait 

mis pour ^ et leurs valeurs tirées de l’équation (1) de 


la surface. Mais, pour obtenir cette somme, il j a deux in- 
tégrations à faire. Si l’on fait d’abord la somme de tous les 
éléments compris dans la zone élémentaire DEED', x ne va- 
riera pas; mais il faudra faire varier ÿ depuis i/ = 0, qui 
répond au plan des sac, jusqu’à l’ordonnée EE de la courbe AB. 
Pour obtenir cette ordonnée, il faut, dans l’équalion (I) de 
la surface, faire s; — 0, et en tirer y eu fonction de x, ce 
qui donnera une valeur de la formej/ = y(x). Cette première 
intégration, donnant l’aire de la zone DEE'I)', devra donc 
être faite depuis y = 0 jusqu’à ÿ = ç (x). C’est-à-dire <iuc l’on 
prendra d’abord l'intégrale indéfinie, en y regardant x comme 
constant; et, pour avoir l'intégrale définie, on remplacera 
successivement y jrar ç (x) et par zéro, puis l'on retranchera 
le second résultat du jjremier. Le résultat de ce calcul sera 
une fonction dex, multipliée par le facteur dx. 

11 faudra ensuite faire la somme de foutes les zones élémen- 
taires analogues; pour cela, il faudra faire une .seconde in- 
tégration par rapport à x, et dont les liniiles seront x = 0, 
qui répond au plan des zy, et x = OA=a, qui répond au 
point A. Le résultat de ce calcul sera l’aire de la portion de 
la surface comi)rise dans le |)remier angle des plans cour- 
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donnés. On le représenle par nnlf'ÿin/c double 


ou bien 




Plus pénéralcinent, et c’est nolamment ce qui arrive quand 
la surface ne coupe pas les plans coordonnés , on se propose 
d'obtenir l’aire de la partie de cette surface qui se projette 
sur le plan des xij, entre les deux courbes ayant pour 
équation 

ÿ=;(x), et t/=y(j), 


et qui peuvent être deux branches d’une même courbe, et les 
deux parallèles à l’axe des y, qui ont pour équations 

x=a, et x — b. 

On écrit alors 



Et pour faire ce calcul il faut, comme ci-dessus : i" rem- 
(1 Z (Iz 

placer et ^ par leurs valeurs tirées de l’équation (1) de la 

surface; 2° intégrer une première fois en regardant x comme 
constant; remplacer ensuite y par les limites ç (x) c(ij((x), et 
soustraire le second résultat du premier; 5° intégrer de nou- 
veau par rapport à x ; et remplacer enfin x par les limites b 
et a, et soustraire le second résultat du premier. 


tto. — Nous nous proposons, par exemple, d'évaluer l'aire 
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(le la porlion de la surface 

.. 2 (X + !/)'• 

qui se projette entre la droite j + jy =5, et les axes des x 
et des y. 

On tire d'abord de réqualion (b) 


dz_ /x-hij (h . /j ■+■ !/ 

di-\ 2 ' ■ 

Il vient donc, en appelant U l’aire clierchce, 

U = r I dx dy V X + y + 1 . 

J a J O 


L’intégrale dclinie prise par rapport à y est 


O » 

; (x4-!/ 

ü 


si l’on met pour y les valeurs 5 — x et 0, et qu’on retraiirlie 
le second résultat du premier, on obtient 


?[8-(x+ny- 


Multipliant par dx, et intégrant de nouveau entre les limites 
0 et 5, on trouve 


2 

3 




2 2 
3'5’ 


ou, en effectuant, 

116 _ 

- 7 ^ , ou 7,10.). .. 
lu 

Ce genre de calcul se rencontre rar mmt dans les appli- 
cations. 
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S 4 . — CALCUL DES VOLUMES TERMINÉS PAR DES SURFACES COURBES. 

***. — Volumes terminés par des surfaces de révolution. 
Soit AB la génératrice de la surface, OX l’axe de révolution, 
OY un axe perpendiculaire au pre- 
mier, AA' et BB' les traces de deux 
plans perpendiculaires à l’axe OX, 
et limitant le volume qu’on se pro. 
pose d’évaluer. On suppose la courbe 
AB donnée par son équation 

Fig. 15. 

(I) y — f{x). 

Menons une ordonnée quelconque MP, et par cette ordon- 
née faisons passer un plan perpendiculaire à l’axe de révo- 
lution. Désignons par V le volume compris entre les plans MP 
et AA' ; ce volume sera une fonction de l’abscisse x du point M. 

Si l’on suppose que le point M se transporte en M', et que 
OP ou X augmente de PP' ou Ax, le volume V s’accroîtra du 
volume élémentaire aV engendré par le trapèze curvi- 
ligne MPP'.M'. Mais, si l’on mène MI et M'II parallèles .à OX, il 
est aisé de voir que le volume engendré par ce trapèze est 
compris entre les volumes engendrés par les rectangles MPP'I 
et HPP'M', lesquels sont des cylindres ayant respectivement 
pour mesure 

Zl/’AX, et ÎC (y -t- Aÿ)*AX. 

On a donc 

zi/AX < aV < ■:: (y + MjY ax, 

d’où 

aV 
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aV 

Mais si l’on fait tendre ax vers zéro, — tendra vers la dé- 

’ AX 

dV 

rivée de V par rapport à x, c’esl-à-dire vers ^ ; en même 

temps ÿ + Aÿ tendra vers y, et les membres extrêmes des 
inégalités ci-dessus tendront à devenir égaux ; on aura donc, 
à 1a limite 

dV 

d’où dS—Ty^dx, 

et par conséquent 

(2) V=kJ'^ y'dx, 

en appelant a l’abscisse du point A. 

Pour avoir la valeur comprise entre les plans AA' et BB', il 
suffira de remplacer la limite x de l’intégrale définie (2) par 
l'abscisse du point 6, que nous désignerons par b. Nous au- 
rons ainsi 


( 3 ) 


' = l/dx. 


Et, pour effectuer le calcul, il suffira de remplacer y par sa 
valeur tirée de l’équation (1) de la génératrice, et d’effectuer 
l'intégration entre les limites indiquées. 

Remabqde. — La ligure suppose l’ordonnée y croissante; si 
elle était décroissante, les mêmes raisonnements subsiste- 
raient ; il n’y aurait de changé que le sens des inégalités qui 
nous ont servi de point de départ. 

ttt. I. — Nous ai)pliqucrons d’abord la formule (5) à l’el- 
lipsoïde de révolution. L’axe de révolution étant, par exemple, 
le grand axe, et le centre étant pris pour origine, on aura 

y a:’); 
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et, pnr suile, 

h' r+“ h*/ O \ 1 

II. Nous prendrons pour second exemple le paraboloïde 
de révolution, termine par un plan perpendiculaire à l’axe 
de la parabole, qui est l'axe de révolution. 

En mettant l'origine au sommet, on aura 

If = “Ipx , 

i t, par suite, 

1 

(5) y=r..'2pj xdx = i:.p X* = ^r..fx, 

c’est-à-dire que ce volume est la moitié du cylindre qui a pour 
rayon y et pour hauteur x. 

III. Ou peut, comme exercice, appliquer la formule (5) au 
volume engendré parla cycloïde tournant autour de la droite 
sur laquelle roule le cercle générateur, c’est-à-dire autour de 
l’axe des x. On trouvera 

V = 5r«R’, 

R désignant le rayon du cercle générateur. 

ti3. — Volume (le l' ellipsoïde à trois axes inéijaux. Ce vo- 
lume peut être obtenu par une seule intégration, en remar- 
quant que, dans l’ellipsoïde, 
toutes les sections parallèles 
sont des ellipses semblables. 

Soit OABC la portion de l’el- 
lipsoïde comprise dans le 
premier angle des axes ; 
soient OA = a , OR = à , 

0C = c les trois demi-axes. 

Menons deux |)lans très-voi- 
sins MNl*, M'N'I’' parallèles 
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au plan des zy, ils comprendront entre eux un élément aV du 
volume que nous cherchons. Or, ce volume est compris entre 
les deux cylindres à base ellipti(]ue qui ont pour hauteur 
commune PP' ou àx, et pour base l'un l’ellipse MNP, dont un 
quadrant seulement est représenté sur la figure, l’autre l’el- 
lipse M'N'P'. Si l’on fait tendre PP' vers zéro, ces deux cylin- 
dres tendront l’un vers l'autre ; il en sera donc de même de 
l’élément aV compris entre eux ; et à la limite on pourra 
écrire 

dV = ellipse MNP x dx 

Si û désigne l’ellipse CBO, et u l’ellipse MNP, on a, à cause 
de leur similitude, 

u):û = MP’ :üc’, 
d’où, en désignant MP par z, 



Par conséquent 

dV = — 2*dx. 
c’ 


Mettons pour z* sa valeur en x tirée de l’équation de l'el- 
lipse AC, et intégrons entre les limites — o et -f- a, il 
viendra 


V = 




Mais û = r,bc. Il vient donc enfin 


( 6 ) \ = ^T.abc. 

On peut suivre la même marche pour obtenir le volume 
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d’un scgmciil de paraboloïdc elliptique, terminé par un plan 
perpendiculaire à son axe principal. Si son équation est 

H* 2* 

^ ( (T-=a;, 

on trouvera pour l'expression du volume dont il s’agit 

V ^ 

' = 2 ’ 

c’est la moitié du cylindre ayant pour base la même ellipse 
iq/z, et la même hauteur x. 

»t4. Volume terminé par une surface quelconque dont on a 
l'équation. Reportons-nous à la figure et aux notations du 
n° 219. En employant le même mode de décomposition, on 
divisera le volume demandé en éléments prismatiques tels que 
MNN'M'PQQ'P. Soient a' la plus grande et la plus petite des 
quatre ordonnées MP, M'P', NQ, N'Q' ; l'élément de volume 
considéré aY sera évidemment compris entre les deux prismes 
qui ont pour base commune PQQ'P' et pour hauteur l'un a', 
l'autre a", prismes qui ont pour mesure z' AX\y et a"AXAÿ. 
Mais si ax et Ay tendent simultanément vers zéro, a' et a" ten- 
dront vers l'ordonnée du point M, c’est-à-dire versa; on aura 
donc à la limite 

d\ — Z dxdy, 

et la somme de tous les éléments analogues à dV, prise entre 
les limites convenables, sera le volume V que l'on se propose 
d'obtenir. 

Pour trouver cette somme, on aura deux intégrations à elTec- 
tuer, comme au n° 219. 

Dans le cas de la ligure, on aura 

f'a /’f(i) 

(7) V= I f zdxdy, 

J t-'o 
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9 (x) désignant l’ordonnée de la courbe ÂB, et a la lon- 
gueur OA. 

Si le volume cherché est compris entre les cylindres ayant 
pour équation y = '^(x) et y = f{x), et les plans x—a, 
x=b, on devra écrire 



Pour eflectuer le calcul indiqué, on remplacera d'abord 2 par 
sa valeur tirée de l'équation de la surface ; on intégrera |)ar 
rapport à y en regardant d’abord x comme constant, et, dans 
l'intégrale indéfinie obtenue, un remplacera y par les limites 
ç(x) et i}/ (x) et l'on retranchera lesjcond résultat du premier. 
On obtiendra ainsi une fonction de x, que l’on multipliera par 
dx, et l'on intégrera par rapport à x, entre les limites a et 1 »; 
ce qui donnera le volume que l’on cherche. 

11 est important de se bien pénétrer du sens qu'il faut atta- 
cher à une inléyrale double, telle que la formule ( 8 ) , sens 
qui est expliqué par la règle dont nous venons de donner le 
détail. 

Remauques, I. Comme 2 peut être considéré comme l’inté- 
grale de di, on écrit quelquefois la valeur du volume A’ sous la 
forme 



On a alors ce que l’on appelle une 'intégrale triple. On in- 
tègre une première fois par rapport à 2, et l’on met pour 2 les 
limites f{x, y) et zéro, cl l’on retranche; on intègre une se- 
conde fois par rapport à y, cl l’on nicl pour y ses limites ç (x) 
cl i)( (x), cl l'on retranche ; on intègre cnlin, une troisième 
fuis, par rapport àx ; on met pour x ses liinilcs b et 0, et l’on 
rdi anche. 
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Il est rare qu’on ait à elTectuer un calcul Je ce genre pour 
te besoin des applications. 

11. Le volume, au lieu d’être limité inférieurement par le 
plan des xy, pourrait l'être par une autre surface donnée 
x = f^ (x, y). Les limites de 2 , au lieu d’être f{x, y) et zéro, 
seraient alors f{x,y) et f^ (x, y). Cela ne changerait rien à la 
marche du calcul. 

*is. — Proposons-nous, comme exemple, de calculer le 
volume compris entre la surface qui a pour équation 2 = xi/’, 
le plan des xy, les cylindres représentés par les deux équa- 
tions ÿ =— v^^px et y = — v2px, et les deux plans qui 
ont pour équation x = U et x = a. Nous aurons 

n +vî/'-f 

. xy' . (Ix (ly. 

V‘i/« 

L’intégration par rapport à y donne 
g X . y* + const. ; 

et, en substituant à y ses limites, et faisant la soustraction , 
g X . 2 (2/ix)* ou ^ (2p)* . x’. 

Multipliant pardx et intégrant de Ü à a, on obtient 

Q ’ 9 ’ A * 

g(2p)’.^.fl‘ ou ^(2pn)’.a’, 

ou, en iiommanl b l’ordonnée de la parabole y'—2px qui 
répond à l’abscisse n. 
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t*6. — Calctil des volumes par approximatian. Lorsque les 
intégrations nécessaires pour obtenir le volume d’un corps ne 

peuvent pas s'effec- 
tuer, ou lorsque le 
corps a une forme ir- 
régulière qui se re- 
fuse à toute définition 
géométrique, ce vo- 
lume ne peut s’ob- 
tenir queparapproxi- 
mation .Afin d'en don- 
ner un exemple, nous 
supposerons qu’il s’a- 
gisse d’obtenir 1e volume d’un monticule de terre donné par 
son contour apparent sur le plan vertical de projection et par 
la projection horizontale de ses courbes de niveau. 

Concevons qu’on ait divisé ce volume par des plans horizon- 
taux en tranches très-minces ; et soit M'N'P'Q'. MNPQ l’une de 
ces tranches. Désignons par u Paire de la section M'N', MN, 
par Z sa distance au plan horizontal de projection ; soit Az la 
distance des plans M'N' et P'Q'; w — Au Paire de la section 
P'Q', PQ. La tranche considérée, dont noua représenterons le 
volume par aV, sera comprise entre les deux cylindres qui 
ont pour hauteur commune az et pour bases u et u — Au ; on 
a donc 



uAZ > aV > (u — Au) AZ , 

d’où 

u > — > w — Au. 

AZ 

Mais si Az tend vers zéro, les membres extrêmes tendent à 
devenir égaux tous deux à u ; en même temps — tend vers 
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j- : on a donc à la limite 
dx 

^ = 0 ), d’où d\ —lûdx, 

Ùi 

et, par conséquent, si h désigne la hauteur totale du monti 
cule, 



Comme u> n’est pas donné en fonction de s, on fera usage 
delà formule de Th. Simpson (196). On divisera la hauteur h 
en un nombre pair n de parties égales ; par tous les points de 
division on mènera des plans horizontaux, qui détermineront 
dans le monticule autant de sections, que nous représente- 
rons, en les numérotant à partir du bas, par u,, u,, u, ... w, ; 
en vertu de la formule citée, on aura donc 

(9) [(o)|,-+-o,,)-)-4(o)j-i-(Oj-f-...)+2(ti),-l-ti>j-l-...)). 

Ofl 

Dans cette formule w, est nul , et nous ne l’avons conservé 
que pour la sjinétric. 

Comme les aires w,, or,, w,, ... ne peuvent être elles-mêmes 
obtenues que par approximation, l'emploi de la formule (9) 
est assez pénible. Mais comme, dans les questions où l’on a 
recours à cette méthode, dans les questions de terrassements 
et de transport des terres par exemple, une exactitude rigou- 
reuse n’est pas nécessaire, on a soin de ne pas prendre le 
nombre n trop grand, afin de ne pas avoir un trop grand 
nombre de sections à déterminer ; et, toutes les fois que cela 
est possible, on se sert des courbes de niveau déjà figurées su r 
le plan du terrain. 
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IV. DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION. 

S I. DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


*t», — On appelle ^^lation différentielle lou[e équation 
qui contient, indépendamment des variables, leurs dilTéren- 
tielles ou leurs dérivées d’ordre quelconque. 

Les équations dilîéreiitielles que l'on rencontre le plus fré- 
quemment dans les applications, sont celles qui ne renfer- 
ment que deux variables, dont l’une est considérée comme 
indépendante, et les dérivées de la première par rapport à 
cette variable indépendante. Ce sont les équations différen- 
tielles ordinaires. 

On rencontre aussi des équations différentielles renfer- 
mant plusieurs variables, dont une seule indépendante, et les 
dérivées des premières par rapport à celles-ci ; par exemple, 
quatre variables x, y, z, t, elles dérivées dex, dey ctde z par 
rapport à t. Ces équations se présentent alors par groupes et 
forment ce que l’on appelle un système d'équations différen- 
tielles simultanées. 

On peut avoir à déterminer une fonction de plusieurs va- 
riables indépendantes, deux par exemple, connaissant la dif- 
férentielle totale de celte fonction exprimée, soit à l'aide des 
variables indépendantes seulement, soit à l’aide de ces varia- 
bles et de la fonction elle-même. C’est ce que l'on appelle 
une équation aux différentielles totales. 

En6n, on peut avoir à traiter des équations différentielles 
renfermant trois variables, dont une fonction des deux autres, 
et les dérivées partielles de la première par rapport à ces 
deux autres; c’est ce que l’on appelle improprement une 
équation aux différences partielles. 

tes. — Intégrer une équation différentielle, c’est remonter 
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de celle c(|iialion enlre les variables et leurs dérivées à la re- 
lation primitive qui lie les variables elles-mêmes. Celte rela- 
tion primitive est dite l'équation intégrale de l’équation dilTé- 
rentielle proposée. Ainsi l’équation difrérentielle 


y) + yTA^^ i/) = o 

a pour intégrale 


f (x, y) = constante. 


De même que l’on démontre en algèbre que toute équation 
a une racine, on démontre, dans le calcul intégral, que toute 
équation différentielle a son équation intégrale. Mais la dé- 
monstration de celte proposition peut être omise dans une 
première étude, et nous renverrons, à cet égard, aux traités 
spéciaux, et particulièrement au Cours de calcul différentiel et 
intégral de M. Serret, tome II, page 553 et suivantes. 


tS9. — Les équations dilTércntielles ordinaires se classent 
entre elles d'après I ordre le plus élevé des dérivées qui y en- 
trent. Si, par exemple, il s’agit d’une équation différentielle 
entre deux variables x et j/, elle sera dite du premier ordre 
si elle contient y', du second ordre si elle contient y", du 
troisième ordre si elle contient j/"', et ainsi de suite. 

Il en est de meme pour les systèmes d’équations différen- 
tielles simultanées. 

Il en est de même encore pour les équations aux différences 
partielles. Si, par exemple, il s’agit d’une équation aux dif- 
férences partielles entre trois variables x, y, z, dont l’une z 
est fonction des deux autres, elle sera dite du premier ordre, 
si elle renferme les dérivées partielles du premier ordre 

^ ou : elle sera du second ordre, si elle renferme les dé- 
dx dy 


rivées partielles du second ordre 


d*z d'z 
(Li^ ’ dx dy ’ 


d'z , 
ou -7-i ; et de 
dy' 


même pour les ordres supérieurs. 
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Nous nous occuperons d’abord de l’intégration des équa- 
tions différentielles ordinaires, en commençant par le pre- 
mier ordre. 

: s. — DE L’INTéQR«TION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
ORDINAIRES OU PREMIER ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

•so. — On a TU, dans le calcul différentiel (31), que si 
l'on a une équation entre deux variables x et y, telle que 
ces variables y soient séparées, comme dans l’équation 

( 1 ) = 

on en tire par la différentiation 

(2) ç'(ÿ)d!/ = ^'(x)dx, 

c’est-à-dire que l’on peut égaler les différentielles des deux 
membres. Réciproquement, si l'on a une équation différentielle 
telle que l’équation (2), dans laquelle les variables sont sépa- 
rées, elle exprime que les différentielles des fonctions primitives 
(p et <j; sont constamment égales, et que par conséquent ces 
fonctions croissent de quantités toujours égales, d’où il ré- 
sulte que leur ditférencc ne change pas, ou, en d’autres ter- 
mes, que CCS fonctions primitives ne peuvent différer que par 
une constante. On peut donc déduire de l'équation différen- 
tielle (2) la relation 

(5) ç(i/)=<j,(x)- 4 -C, 

C désignant une constante arbitraire. La relation {7i) est l'in- 
tégrale de l’équation différentielle (2). 

On voit (|ue lorsque, dans une équation différentielle du 
premier ordre à deux variables, ces variables sont séparées, il 
suffit, pour obtenir l'équation intégrale, d’intégrer séparément 
les deux membres, et d’ajouter à l'un d'eux une constante 
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arbitraire. La relation ainsi obtenue est Vintégrale générale ; 
si l'on attribue une valeur particulière à la constante arbi- 
traire, on obtient ce que l’on appelle uneiutégrale particulière. 
Soit, par exemple, l’équation différentielle très-simple 

(4) — = tn dx, 

y 

on en tirera 

lop' . ÿ = mx -I- C, 

d’où 

(5) ÿ = ou ÿ = Ae", 

en posant A=e®. Si l'on attribue à A des valeurs particu- 
lières, on aura autant d’intégrales particulières de l’équation 
difrérenticlle (4) ; et la relation (5) sera l’intégrale générale. 

tsi. — La première chose à faire pour intégrer une équa- 
tion différentielle du premier ordre à deux variables est donc 
de séparer les variables s’il est possible. Il suffit le plus sou- 
vent pour cela de transformations algébriques analogues à 
celles qu’on fait subir aux équations du premier degré, qu’on 
veut résoudre, c’est-à-dire que l’on réunit en un seul tous les 
termes qui contiennent le facteur dg, et en un seul aussi tous 
ceux qui contiennent le facteur dx ; il ne saurait y avoir de 
4erme indépendant de dy et de dx, car il faut pour l’homo- 
généité que tous les termes soient infiniment petits. En divi- 
sant ou en multipliant alors par un facteur convenable, on 
mettra l'équation sous la forme (2), et les variables seront 
séparées. 

Soit donnée, par exemple, l’équation différentielle 
xdy — y dx = dy v'I -t- x‘ dx y/l -+- ÿ*, 
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on la mettra soua la forme 


li y 

ÿ-l-v'l -htf 



Pour intégrer ensuite cliaque membre, il suffira de multi- 
plier et de diviser le premier par y — v^l ÿ* , et le second 
par X -t-\/l -f-s:’: nous ne nous arrêterons pas à achever ce 
calcul. 

On peut remarquer que les variables se séparent immédia- 
tement quand l'équalion différentielle est de la forme 


car on en tire 


ÿ' = ç(x).^(î/), 




ç (x)dx. 


Si, par exemple, on avait à intégrer 


ÿ'=x’(d -htf). 


on obtiendrait d'abord 


_Jy 

i+ïf 


— x'dx ; 


et, en effectuant les intégrations. 


arc tang y = + const. 

O 




Toutes les fois qu’on a réussi à séparer les variables, la ques- 
tion est dite ramenée aux quadratures, parce qu’on n'a plus à 
effectuer que dos intégrations analogues à celles qu'il faut 
exécuter pour calculer l’aire d'une courbe. 

tst. — Quand l'équation différentielle proposée est bomo- 
gcnc en x et y, c’est-à-dire quand tous les facteurs qui niulti- 
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plient soit dx, soit dy, sont du meme degré, ou parvient aisé- 
ment à séparer les variables en posant «/=:nx, u désignant 
une variable auxiliaire. 

Soit 

ç (a:, y) dx-h’lfix, y)dy = 0, 

l’équation diiïérenlielle proposée, dans laquelle les fonctions ? 
et ^ sont supposées homogènes et du degré m. En mettant ux à 
la place de y, ces fonctions acquerront le facteur x", que l’on 
pourra supprimer ; et, en remplaçant dy par sa valeur 

U (/x -f- X du, 

il viendra 

^ (1, u) dx-I-(Kl, u) (udx-{- xdu) = 0 , 
d'où l'on lire 


dx 


<|((1,h).(/m) 


: 0 , 


^ -I- «'MU») 

équation dans laquelle les variables sont séparées. 
Prenons pour exemple l’équation 


xdy — y dx = dx j 

on la transforme en 

dx du 


X V i -1- H* ’ 


d’où 


log' X = log' (» -f- y 1 + u') 4- coiisl. , 
OU, en désignant par c une eoiislante, 

X 


= K -F- V 1 -+- 




x‘ 
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équation qui revient à 

X* — 2cÿ — c*=0. 

L’équation diiïérentielle proposée résulte, en effet, de l’éli- 
mination de la constante c entre celte relation et sa différeii- 
tielle. 

«SS. — On sépare encore les variables quand l’équation 
différentielle proposée est linéaire par rapport à y' et à y, c’est- 
à-dire lorsque ces deux quantités n’y entrent qu’au premier 
degré et n’y sont point multipliées entre elles. Une équation 
de ce genre peut toujours se mettre sous la forme 

(1) y'-hy<f(x)=f{x). 

On pose alors 

(2) y — uv, 

U et V étant deux fonctions indéterminées de x. On en dé- 
duit 

dy = u dv -hv du , 

et, en substituant dans l’équation (1 ), après avoir multiplié 
par dXj 

(4) H dv ■+■ t; du -t- uv ^{x)dx = f (x) dx . 

On voit alors que l’on peut satisfaire à cette relation en 
posant séparément 

(4) udv = f(x)dx 
et 

(5) du-hu^{x)dx = 0, 

La relation (5), mise sous la forme 
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donne, en intégrant, 


lou' . H 



dx = const. 


ou, en désignant par X l’intégrale J 9 (x) dx , dans laquelle 
on peut faire entrer la constante, 

lug' . H + X = 0, 

d'où 


« = . 


Mettant pour u cette valeur dans la relation (4), on obtient 
er^.dv = f{x) ou du = e^ f{x)dx, 

d’où 

(6) X 

Par suite, il vient 

(7) y = e~' . j e'fix)dx. 

Cette méthode conduira donc à l’intégrale cherchée toutes 
les fois que l’on pourra effectuer les deux quadratures expri- 
mées par ^ — j f (x) dx, et par l’équation (b). 

Prenons pour exemple l’équation 

tj'-hy=—ax. 

On aura ici 

Ç (x) = 1 et f (x) = — ax; 

par conséquent 

X = J" 1 . dx=x, 
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(J’üù 

u = e~‘ , 
et 

v = — j . axdx=a{l — x)e^-hC. 

Pur suite 

!/ = e—. [n(l — x;e' + C], 
ou 

y = a{\—x) + Ce^‘ . 

**<• — On ramène au cas précédent l’équation différen- 
tielle 


Pour cela, on pose 

)/ = n*, d'où j/' = Au*-‘.k', 
et, en substituant, 

k h‘-‘ . w' j<* ç (x) = «‘"/'(x), 
puis en divisant par 

k k 

Pour <|ue cette éijuution devienne de même forme que 
l’équation (1) du numéro précédent, il suffit que l’on ait 


kn -A-h 1=0, 


/,= 


1 


n — 1 


***• — La séparation des variables n’est pas le seul pro- 
cédé (|iii puisse être mis eu usuf^e pour intégrer les équations 
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(lilTcreiiticlIcs du premier ordre à deux varinbles. Une pareille 
équation peut toujours être mise sous la rurine 

(1) Mdi: + N(/x=0, 

M et N étant des fonctions de x et de y. Or il peut se faire 
que le premier membre de cette équation soit la différentielle 
exacte d’une fonction des deux variables x et y, considérées 
comme indépendantes. Sif(x,y) est cette fonction, l’intégrale 
générale cherchée est aloi s 

f(x, î/) = const. 

Soit, par exemple, l’équalion différentielle 

xdy — ydx ^ 

^ ' x'-hy* 

On reconnaît que le premier membre est la düTérenliclle 
exacte de l’arc dont la tangente est - ; on aura donc Tinté- 

JC 

grale générale eu posant 

1 / 

arc tang - = consl. , 

X 

ce qui revient à y = cx, c désignant une constante arbi- 
traire. 

•Mais pour que le premier membre de l’équation (I) soit une 
dilïérenticlle exacte, il faut (55) que la dérivée de .M par rap- 
port à y soit égale à la dérivée de N par rapport à x ; car M 
et N sont les dérivées partielles du premier ordre de la fonc- 
tion f. 

Cette condition est remplie par l’équation (2). Or elle ne 
le serait pas par l’équation plus simple 

(5) xdy — ydx — 0, 

iO 
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puisque la dérivée de x par ra|)i)orl à x est + I, tandis que 
la dérivée de — y par rapport à y est — 1 . Le premier membre 
de l’équation (5) n’est donc pas la difl'éreuliclle exacte d'une 
fonction des deux variables x et y. Mais on la rendrait diffé- 
rentielle exacte en multipliant le premier membre par le fac- 
i 

tour — . On démontre (lu'il existe toujours un facteur 

X* -i- y* ‘ ■' 

propre à rendre Mdx-t- N rfy une différentielle cxacle; mais la 

rccberebc de ce facteur dépend de l’intégration d'une éejua- 

tion aux différences partielles, c'est-à-dire d'un calcul plus 

difficile que le calcul directement proposé. 

D’ailleurs, les exemples simples que l’on donne d’ordinaire 

peuvent toujours se traiter par la séparation des variables. 

Nous n’insisterons donc pas sur la méthode du facteur propre 

à rendre le premier membre de (I) intégrable. 

cse. — Lorsque aucune des inétliodes précéilcmment expo- 
sées ne peut réussir, on peut, pour se faire une idée de 
l'équation intégrale que l’on cherche, avoir recours à un pro- 
cédé graiihiquc qui, bien qu’il ne soit qu’assez grossièrement 
approximatif, rend parfois des services dans les ap|dica- 
tions. 

L’équation différentielle proposée peut toujours être mise 
sous la forme 


(1) 




■ T. 

T. 


Or l'équation intégrale cherebée peut être regardée comme 

l’équation d’une courbe, et la 
relation ( 1 idonne alors la valeur 
du coeflicient angulaire de la 
tangonle à celte courbe au point 
qui a pour cnordoniiées x, y. 

^ ^ ^ ^ fêla posé, ayant tr. eé deux 

Fip. t«. axes rectangulaires ÜX et OV, 

on mènera une série de droites àlt, cC, rfl), cE, /'F, é piidis- 


1 1 
i ) 
1 r 

! 1 

1 1 > îX'' 

1 1 ^ 
i I » * 

! ! ' ■ 

1 1 

1 J IV 

1 1 
1 1 
1 1 

1 f 'c ■ - 

N'Ii ' 

. .: L L 
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tantes et parallèles à l’axe des y. Puis on prendra sur l’axe 
des y un point arbitraire A, à une distance y, de l’origine, et 
on admettra que la courbe cbcrcbce passe par ce point A. On 
mettra dans le second membre de l’éipiation (1) les valeurs 
x = 0 et y = j/„ qui sont les coordonnées du point A ; cette 
équation donnera alors l’inclinaison de la tangente eu A à la 
courbe; et l’on pourra tracer celle langcnle AT,. Son équation est 

(2) y-y<,=f(0,y,).x. 

Soit h rinlervallc de deux parallèles consécutives à l’axe 
des y. L’abscisse du point B où la tangente AT, coupe ùB 
sera /», et l’on obtiendra son ordonnée en faisant x = h dans 
l'équation (2). Soit y, cette ordonnée. Ennégliccant les quan- 
tités très-pctiles du second ordre, on pourra regarder le 
point B comme étant sur la courbe eberebée. On fera x = li 
et y = y, dans la relation (1), qui donnera rindinaison de 
la tangente en B ; et l’on pourra tracer celle tangente BT,. Son 
équation sera 

(5) »J — y. = /■('*,!/.) — 

L’abscisse du point C où cette tangente coupe cC sera 2/i, 
et l’on obtiendra son ordonnée en faisant x = 2/t dans l’équa- 
tion (ô). Soit y, cette ordonnée. On admettra, comme ci-des- 
sus, que le point C appartient à la courbe clierchée. On fera 
x=2/i et y = y, dans la relation (I), qui donnera l’inclinai- 
son de la tangente en C ; et l’on pourra tracer cette tangente 
CT,. Son équation sera 

W y-y, = /’(2ft,ÿ.)(a;— 2/i). 

L’abscisse du point D où cette tangente coupe dD sera 3A, 
cl l’on obtiendra son ordonnée en faisantx=5/t dans l’équa- 
tion (4). On admettra encore que le point D est sur la courbe 
cherebée. En continuant ainsi, on obtiendra une ligne brisée 
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ABCDEF... qui appi oclicra d'aulant plus de la courbe cher- 
chée que l'inlcrvallc /( aura été choisi plus petit, et qui, dans 
beaucoup de cas, donnera une idée suftisante de la forme de 
la courbe. Le choix arbitraire que l'on fait du point A tient 
lieu dans cette opération de la constante arbitraire qui doit 
entrer dans l’équation intégrale. 

Si l’ordonnée devenait inlinie, la construction sci ait en dé- 
faut ; maison peut faire disparaîlrc cct'c circonstance en ren- 
versant l'équation (1) et éciivant 


( 5 ) 


(Ix , 1 


Au lieu de parallèles à l’axe des y, on emploierait alors des 
parallèles à l’axe des x. En employant avec discernement ces 
deux moyens, on peut presque toujours avoir, par aperçu, la 
forme de la courbe cherchée dans la région où l’on a intérêt à 
la connaître. 

*»». — Une équation dilférentiellc du premier ordre à deux 
variables peut être d’un degré supérieur au |iremier. Si, par 
e.xcmple, elle ne contient que la première dérivée y', mais(|ue 
cette dérivée y entre au second degré, l’équation diffcrenlielle 
sera du premier ordre, mais du second degré. 

Dans ce cas, ce qu’il y a de plus simple à faire est de ré- 
soudre l’équation par rapport à y' ; on obtiendra ainsi deux 
équations séparées du premier degré, que l’on intégrera sépa- 
rément, s’il est possible, par l’une des méthodes exposées ci- 
dessus. On obtiendra ainsi deux équations intégrales telles 
que 

(I) !/ — /■, fa;, c,)=0 et ÿ — /; (-c, f.) = 0, 


c, et c, désignant des constantes arbitraires. Et l’intégrale 
générale sera le produit de ces deux équations membre à 
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membre, savoir: 

(2) l!/— /'.{•i-,c,)]t!,-/;(x,c,)l = 0; 

car en difTéreiiliaiil ccdle-ci, on obtient 

I |y'— /■.'<x,c,)i = o. 


relation qui est évidemment satisfaite, soit que l'on adopte la 
solution 

jy — = 

d’où 

y' — f\ (x,r,) — 0, 


soit qu’on adopte la solution 

?y— A (•!•,<’,)= 0, 

d'où 

y' —f’Jx:,c,)=0. 

On peut même remarquer que l’on ne diminue pas la géné- 
ralité de l'intégrale (ô) en supposant c, =f,, attendu que ces 
deux constantes n'entrent jamais à la fois dans la solution que 
l’on choisit. 

Soit proposée, par exemple, l'équation 


ÿ” — 2aj/' -+- a sin* x=0 ; 


on en tirera 


y' — a±a \ 1— sin’x = n(l ± cosx). 


d'où, en intégrant. 


y=(ix -f- c ± flsinx. 



•21i4 l’nKMlERS tLÈME.VTS DH CALCl'L INTÉGRAL. 

L’intégrale générale sera donc 


{ij — ax — c — asiiiir) (y — ax — c + nsinx) = 0 
on 


{y — ax — c)’ — a* sin’ x = 0. 


Si l’équation différentielle proposée était du degré n en y', 
on verrait de même (|u’ori obtient l’intégrale général» en dé- 
terminant les» valeurs de y\ intégrant les ii équations dif- 
férentielles du premier degré ainsi obtenues, passant tous les 
termes de chacune dans le premier membre, et multipliant 
membre à membre toutes ces équations, dans lesquelles il e.-t 
permis, sans diminuer pour cela la généralité de l'équation 
intégrale", de rcpré.senler les constantes arbitraires par une 
môme lettre. Mais on rencontre rarement, dans les applica- 
tions, une équation différentielle d’nn degré supérieur au se- 
cond. 

Lorsque l'équation différentielle ne peut être résolue par 
rapport à yf, ou lorsque les équations différentielles du premier 
degré en y' ipie l'on en tire ne peuvent être intégrées, l'inté- 
grale générale ne peut être obtenue, sauf les cas particuliers 
où l’on peut avoir recours à quelque artifice que riiabiliidc du 
calcul suggère. On en trouvera des exemples dans les traités 
plus étendus. 

CSH. — Il peut arriver qu’une équation dilférentielle du 
premier ordre à deux variables soit satisfaite par une relation 
entre ces variables tout à fait distincte de l'intégrale générale; 
et ne pouvant pas s'en déduire ; ce n’est point alors une inté- 
grale particulière, et on lui donne le nom de solution siiujii- 
hère*. 


* Quelques auteurs adoptent le nom de sotnlion par lien Itère; mai.s, 
dans ce cas, il faut éviter de confondre ce nom avec fexpres.sion d'm/d- 
grnlr particulière. 
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Quel(|ues consiilérations géomélriiiiios feront comprendre 
l’origine de ces solutions. 

Soit 

(1) /■(X. y, y') = 0 

l'équalion différenlielle proposée, et soit 

C2) V{x,y,c) = 0 

son intégrale générale. Cette équation (2) représente une fa- 
mille de rouilles, dont Venvelnppe (106) a pour équation 
l’équation qui résulte de l’éliniinaiion de la constante c entre 
F {X, y, c) =0 et sa dérivée par rapport à c. Soit 

(ô) ç(x,y)=0 

l'équation de l’enveloppe. Un a vu que le caractère géomé- 
trique de cette courbe est d’être tangente à toutes celles qui 
sont comprises dans l’équation (2). Par conséquent, si x et y 
désignent les coordonnées du point de contact entre l’enve- 
loppe et l'une des enveloppées, on obtiendra pour y' la même 
valeur, soit ([u’oii la tire de l'équation différrntielle propo- 
sée (I), soit qu’on la tire do l’équation (5) de l'enveloppe. Il 
en résulte que l'équation (ô) satisfait à l’é(]uation (f), bien 
qu’elle ne soit pas en général comprise dans réipiatirn (2). Ce 
n’est donc pas une intégrale particulière, comprise dans l’in- 
tégrale générale ; c’est une solution singulière. 

Considérons, par exemple, l’équation 


qui représente une famille de droites, lorsqu’on y fait varier 
la constante c. 

Si on la différentic, ce qui donne 




1 

C 



n, 
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et que l’on élimine c entre les relations (4) et (5), on obtient, 
après réductions, l'équation 

( 0 ) x\xii'' — (x + y — m)y’ +y\z=0, 

qui est l'équation difTérenticlle de toutes les droites représen* 
tées par l'équation (4). 

On peut remarquer qu’elle est satisfaite par x:=0 ; mais 
cette solution provenant du facteur x, qui peut être supprimé, 
n’est point la solution singulière. Si l’on cherche l’équation 
de l’enveloppe des droites (4) , et que pour cela on élimine c 
entre cette équation et sa dérivée par rapport à c, on ob- 
tient (108) 

(7) (\/x + \^y = m ou y=x + m — 2\/mx, 

qui est l’équation d'une parabole. Or, si l'on différentie cette 
dernière, on en tire 



valeur qui, substituée dans l'équation différentielle (6), satis- 
fait à cette équation. L’équation (7) est donc la solution sin- 
gulière. 

X39. — Lorsque, comme dans l’exemple précédent, on a 
l’intégrale générale, on voit cju’il est facile d’en déduire la so- 
lution singulière, s'il y en a une, puisqu'il suffit d'opérer 
comme s’il s’agissait de trouver l’équation de l'enveloppe des 
lignes représentées par l’intégrale générale. 

Hais lorsqu’on n’a pas l'intégrale générale, il faut opérer 
d’une autre manière, que les considérations géométriques ai- 
deront encore à comprendre. 

Soit M le point de contact de l’enveloppe avec l’une des 
enveloppées. Cette enveloppée est coupée par une enveloppée 
infiniment voisine en un point M' infiniment voisin du point M ; 


l’y LjT 


DBS ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION 297 

et, au point M', rcs deux enveloppées ont généralement dos 
tangentes distinctes ; c’est-à-dire qu’au point M' la dérivée y' 
a deux valeurs dilférentes, selon que l’on considère l’une ou 
l’autre des deux enveloppées dont il s’agit. Mais, si l’on fait 
tendre le point M' vers le point M, chacune des deux tangentes 
dont il s’agit tend vers la tangente en M ; par conséquent, au 
point M lui-même, les deux valeurs de y (|ui étaient distinctes 
se confondent en une seule, c’est-à-dire que l'é(|uation 
f{x,y,y') = 0 donne, en ce point, pour y', deux valeurs 
égales. Or le caractère des racines multiple-, c’est que la déri- 
vée de la fonction devient nulle ; au point M ou doit donc avoir 



et, si l’on élimine y' entre les équations f(x,y, y') =0 et 
/if 

~ — 0, on obtiendra une relation entre x el y qui appar- 
tiendra à tous les points de l’enveloppe ; ce sera donc la solu- 
tion singulière qu’il s’agissait d’obtenir. 

Dans l'exemple du numéro précédent, si l’on égale à zéro 
la dérivée, par rapport à y' du premier membre de l'équa- 
tion (6) débarrassée du facteur étranger x, on obtient 

2xÿ' — (x -h y — m)=0, 

et, en éliminant y' entre cette relation et l’équation (6), on 
trouve 

y=x -t-m ip 2v^mx, 

c’esl-à-dire qu’on retombe sur l’équation (7), attendu que, 
dans l’une ou l’autre , le radical porte nécessairement avec 
lui le double signe. Ainsi on retrouve, par cette méthode, 
la solution singulière qui avait été déduite de l'intégrale gé- 
nérale. 
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Mais, pour le succès de la méthode, il faut avoir soin de 
préparer l'équation différentielle de manière à ne pas contenir 
de radicaux. Nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet. 

s 3. — DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
OU SECOND ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

S40. — Dans le cas le plus général, une équation diffe- 
rentiellc du second ordre à deux variables x et ÿ contient, 
indépendamment de ces variables, les dérivées du premier 
et du second ordre y' et y”. Mais nous considérerons d’abord 
quelques cas particuliers. 

Le plus simple est celui où l’équation différentielle se pré- 
sente sous la forme 

y"=f{x). 

En multipliant par dx et remarquant que y"(lx = (lif, on 
obtient 

dy' = /' (x) dx, 

et, en intégrant, 

y'= I f{x)dx-hC. 

Supposons que l’intégration indiquée puisse se faire, et soit 
ç(x) l’intégrale obtenue, on aura 


y' — 5 (x) -t-C. 


Multipliant de nouveau pardx, et remarquant que ;/'(/.r = dy, 
il viendra 

dy = f (x) dx + Cdx, 

et, en intégrant, 

1 / = ç (x) dx + Cx -h f.'. 
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C' désignant une nouvelle constante nrbilraire. Si l'intégra- 
tion indiquée dans le second membre peut s’elTectuer, on o)i- 
tieiidra ainsi y en fonction de x. La relation obtenue par ce 
moyen sera l’intégrale générale cherchée. On remarque qu’elle 
contient deux constantes arbitraires C et C'. 

Soit pour exemple l'équation différentielle 

ij"=cosmx, 

on en tirera successivement 


■=f 


, „ sin mx ,, 

eus mx (IX -h L = 1- t, 

m 


et 


^ C 

l = — I SI 


. r. r., COS mx „ 

u = — I sin mx(/.E-l- 0X-+-C = ; f-Cx-F-C . 

J “■ ' m’ 


t4i. — On traite aussi facilement le cas où l'éqiiatioii 
différentielle se présente .sous la forme 


On a, en effet, 

-ï- = = tÈf. ■ 

^ dx y'dx dij ' 

on pourra donc écrire, en multipliant l’équation proposée 
par dy, 

y'ày' = f{y)dy, 

et, en intégrant. 

Si l'intégration indiquée peut s’effectuer, soit 9 ( 1 /) l’intégrale 
obtenue, on aura 

!/"=2î(j/)-+- 2C, d’où ty' = v'2?(!y)-l-2(;. 
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Rcmplaç.inl alors y' par on sépare aisément les varia- 
bles et l'on obtient 


_ 

v'2î (y) -I-2C 


(Ix, 


et, en intégrant, 


.= f — - 


et, si l'inlégration indiquée peut s’effectuer, on a ainsi x en 
fonction de t/ ; la relation obtenue est l'intégrale générale. On 
voit qu’elle renferme encore deux constantes arbilraire.s. 

Soit, pour exemple, l'équation différentielle 

y”="’y, 

on obtiendra successivement 



puis 


dx : 


ày 1 dy 


'v«’y’-f-2C , 2C’ 

et, en intégrant, 

^ = (•' v/î/’ + C'. 


S4t. — L’équation différentielle du second ordre à deux 
variables se trouve immédiatement ramenée au premier ordre 
quand elle ne contient aucune de ces deux variables, mais 
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sculemrnl les dcri\ccs du |)reiiiicr et du second ordre. Car si 
l'on a à intégrer réi|ualion 

fin', ÿ") = o. 

en remarquant que if est la dérivée première de y', on voit 
qu'on a aiïaire à une équation du premier ordre entre tf et sa 
dérivée. Supposons que l’intcgralioii puisse s’ell'cclucr, on ob- 
tiendra y' en fonction de x et d’une constante arbitraire C ; 
soit 

ÿ' = ç(X, C), 

l'intégrale trouvée. En multipliant par dx et intégrant de 
nouveau, on obtiendra 

y= f ^ C)(/x-|-C'; 

ce sera l'intégrale générale, avec deux constantes arbitraires, 
de réi|uatioii du second ordre proposée. 

Soit, pour exemple, l'équation diiïérenticllc 

y" = a\l 

on en tirera, en remplaçant y" par ^ , et séparant les va- 
riables, 



el, en intégrani, 

«X + C ^ log' (y’ -H V T+Y') > 
relation qui rivient à 
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en reinplaçanl e'^ par A. — On lire tic là 


Multipliant par dx et intégrant de nouveau, on obtient 

c’est l’équation intégrale cherchée. 

t4S. — L’équation différentielle du second ordre se ra- 
iiicne encore an premier lorsqu’elle ne contient, avec y" et y', 
que l’une des deux variables x ou y. 

Supposons, par exemple, qu’elle soit delà forme 

y" + ç (x-) . y' + -M- t) = 0- 

En multipliant par dx, on pourra écrire 

'¥ + r (-'■)■ y' + 'M'T) = 0 , 

équation différentielle du premier ordre entre y' et x. Si on 
peut l’intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme 

y' = f{x, ('.) ■, 

multipliant de nouveau par dx et intégrant, on obtiendra 

y~Jf (•*-■» > 

et, si l’ititégralion indiquée peut s’effectuer, on aura enfin y en 
fonction de x, avec deux constantes arbitraires. 

Supposons, au contraire, que l’équation différentielle pro* 
posée soit de la forme 

(y)y' + 'l(y)=o- 
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Kii roinpiaçaiil if par 


<‘>J 


et inultipliaiil |inr ilij, on aura 


y'<iy’ + ? (y ) y'<iy (y) <iy = 


équation (lifrércnlielle du premier ordre entre y' et y. Si on 
peut l’intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme 

y' = f(y) + C. 


Heinpla(,anti/' par sé|iaraiit les variables et intégrant, on 


trouvera 


+('/ 

J fiy^+c^ ' 


et, si l’intégration indi(|uée peut s'effectuer, on aura enfin x 
en fonction de y, avec deux constantes arbitraires. 

Soit, pour premier exemple, l'équatiuii dilTércntielle 


- = 0 ; 


on en tirera 

(/;/' tlx 

y' + a ~ X 

et, en intégrant, 


•“k' iy’ + a) = 1%'' -ï + b)g' (; = log' Cx , 


d'où 


y' — Vjc — a. 


Mulli|iliant par dx et intégrant de nouveau, on trouvera 

1 r . 

y = -, Tx’ — ar ■+■ l. . 
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Soit, pour second exemple, l'équaliuii difTérenliellc 

’f — ÿ' (i/ + a) = 0 ; 

on en tirera 

-jlj- = y' (y ■+■ <I) ou dy' = (y + a) dij , 
et, en intégrant une première fuis, 

y' = ^y*+ay+L. 


Remplaçant y' par ^ et séparant les variables, il viendra 


, 2e/y 

^^~if-h2ay-h-2C' 

et, en intégrant une seconde fois. 


r •^y I c' 

./ y’ + 2«!/ + ‘2C ^ 


OU 


2 , , T' 

X — . arc tang -t- (- . 

>,2C — a’ V2t^ — a* 


* 44 . — On rencontre fréquemment dans les applications 
un genre particulierd’équations différentielles du second ordre; 
ce sont celles où la fonction y et scs dérivées y' et y" n’entrent 
(|u’au premier degré et ne sont pas multipliées entre elles, 
équations au.xquellcs on donne, à cause de cela, le nom 
d’équations différentielles linéaires. 

Le cas le [dus simple est celui où tous les coefficients sont 
constants et où il n'y a pas de terme indépendant des va- 
riables ; où, par conséquent , l'équation différentielle peut 
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être mise sous la forme 

(1) y" + -hq = 0, 

P et 9 étant des constantes données. 

Dans ce cas, on pose 

y = Ce"', 

d’où 

et y’ = Cm*d" , 
en substituant dans (1), on obtient 

Ce** (m*-hmp + q) = 0, 

et l’on voit que l’équation différentielle sera satisfaite si m est 
une des racines de l’équation 

(2) m^ + mp + q = 0. 

Supposons d'abord que cette équation ait ses racines réelles 
et inégales, et désignons-les par m, et m,. L’équation diffé- 
rentielle proposée sera satisfaite par les deux relations 

(5) ÿ = Cc-'* et y = C'e"«*. 

Mais il est aisé de voir, et cela tient à la forme linéaire de 
l’équation (i), qu'on satisfera encore à cette équation en pre- 
nant pour y la somme des valeurs exprimées par les relations 
(5), et en posant 

(4) ÿ=re"‘*-l-CV"**. 

Or cette dernière relation sera l’intégrale générale cher- 
chée, puisqu’elle contient deux constantes G et C'. 

Si, par exemple, on a à intégrer l’équation différentielle 

ÿ”— (fl -I- b)y’ +ahy=0, 

' 20 
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on trouve, en suivant la marche indiquée, que l’intégrale gé- 
nérale est 

ÿ=Ce“-^-CV^ 

t4s. — Lorsque les racines de l’équation (2) sont égales, 
la méthode tombe en défaut, parce que l’équation (4) revient 
alors à 

ÿ = (C-hC')e“ 


et ne contient plus qu’une constante arbitraire C ■+■ C'. On 
procède alors d’une autre manière. Soit 

(5) y"-2py'-t-p*y = 0 

l’équation proposée ; elle se trouve dans le cas que nous exa- 
minons, puisque l’équation (2) deviendrait 

m’ — 2pm-t-p*=0 ou (m — p)« = 0, 

équation qui a ses deux racines égales. On pose dans ce cas 

(6) y = e^(Cx + C), 

d'où 

y' = me"^ (Ca; -4- C') -h Ce’" 
et 

j/' = m’e"* (Cx -H f/) -4- 2C me". 

En substituant dans l’équation (5), on obtient 

(Cx ■+■ C') (m’ — 2pm ■+■ p*) -(- 2C (m — p) = 0 , 

et l’on voit que cette équation est satisfaite en prcnantm = />. 
Ainsi l’intégrale générale est alors 

y = e''‘(>'x H-C'). 

t46. — Lorsque les racines de l’équation (2) sont imagi- 
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naires, on pourrait passer des exponentielles imaginaires aux 
lignes trigonométriques à l’aide des formules connues. Mais 
on peut poser directement 

ÿ = C cos (3i 4- C') ; 

on en déduit 

t/' = Cac*' cos 4 - C') — . fin (gx -t-C'), 

et 

y" = Cï* e"" cos (3x4- C') — 2C*3 sin (3x 4- C') 

— C3* cos (3x 4- C') . 

En substituant dans l'équation (I), on obtient, après avoir 
divisé par C , 

(a’— 3’-4-pa4-7) cos (3x 4- C') — 3 (2a 4- p) sin (3x4-C')=0, 
et l'on voit que l'équation est satisfaite en posant 
a’ — 3’ + P*"l"9 = 0 cl 2a-t-p = 0, 

d’où 



La valeur de 3 cinsi trouvée est réelle, puisque, les racines 
de l'équation (2) étant supposées imaginaires, on a 

* 4 ». — Si, dans l’équation (1) du n° 24i, le second mem- 
bre, au lieu d'ètre nul, avait une valeur donnée, et qu’on eût 

y"-hpy’ -h qy=f, 
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on ramènerait ce ca.s au précédent en posant ÿ = ii + - ; 
car, en substituant cette valeur, il vient 

• u" -\-fiu' -hqu—0. 

t48. — Lorsque les coefficients de l'équation linéaire du 
second ordre sont fonctions de la variable x, l’intégration ne 
peut s'effectuer que dans des cas particuliers. On pose alors 

ÿ = e“, d’où = et ÿ’'=e"K"+ 

et, en substituant dans l’équation (I) et supprimant le 
facteur e“, 

H"-t- (1 -i-p) «' + 7 = 0, 
ou 

du' + (1 + ;») II' . dx + qdx = 0, 

équation différentielle du premier ordre entre u' et x. Si elle 
peut s’intégrer par quelqu’une des méthodes exposées plus 
haut et que son intégrale soit 


u'=--/-(x)+C, 

on en tirera 

'*=J' f{x)dx+Cx-hC, 

et l’on aura, par suite, la valeur de y. Ce sera [l’intégra'c gé- 
nérale, puisqu’elle contient deux constantes arbitraires C et C', 

*4». — Enlin si, par un moyen quelconque, on a réussi à 
trouver une intégrale particulière de l’équation diflcrentielle 
proposée, la recherche de l’intégrale générale pourra être 
ramenée à l’intégration d’une équation différentielle du pre- 
mier ordre à deux variables. 
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Soit, en cfTet, 

(a) f-^p>j’ + qy=o 

l'équation difTércntiellc proposée, et soit Y une intégrale par- 
ticulière «le celte équation, c'est-à-dire une fonction de x qui, 
mise à la place de j/dans {a), satisfasse à cette relation. On 
posera y = Yu, u désignant une nouvelle fonction de x. On 
en déduit 

y' = Y'u-t-YK' et ÿ" = Y''«4-2YV-|-Yu'', 
et, en substituant dans (a), on obtient 

Yw* 4- (2Y' -hpY) u' 4- (Y” + pY' 4- (/Y) = 0. 


Or la dernière parenthèse est nulle puisque, par hypothèse, 
la fonction Y satisfait à l'équation (a) ; il reste donc 

(b) Y«"4-(2¥'4-pY)M'=0, ou 


équation différentielle du premier ordre entre u' cl x -, les va- 
riables s’y trouvent immédiatement séparées. 


Si 


u'= f 4“ 0 


est l’intégrale de celte équation, on en tirera, comme plus 
haut. 



dx Cx -+- C', 


et, par conséquent, la relation 


I y = Yj^y/'(x)dx-4Cx-i-C'J, 

I qui sera l'intégrale générale. 

f 
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La même méthode s’appliquerait encore si le second mem- 
bre de l’équation (a), au lieu d’être nul, était une fonction 
de x; mais l’équation du premier ordre entre u' et x serait 
moins simple. 


i 4 . — oes éQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES 


tso. — Considérons d’abord deux équations différentielle^ 
simultanées du premier ordre entre trois variables x, y et t, 
dont les deux premières sont fonctions de la troisième. Ces 
équations seront de la forme 




rfy 

dt 


,x, y, t^=0, 


et il s’agit d’en déduire x et y en fonction de t. Pour cela, la 
méthode générale consiste à différentier les deux équa- 
tions (I) par rapport à (. On obtient ainsi deux équations de 
plus, qui contiennent, outre les quantités contenues dans les 

rf*i/ 

relations (1), les dérivées du second ordre et -i-ï.Si,eii- 

dt' dt* 


ti c ces quatre équations, on élimine les trois quantités , 


^et ÿ,il restera une équation ne contenant que 


Ce sera donc une équation différentielle du second ordre, 
entre x et t. Supposons qu’on puisse l’intégrer, on obtiendra 
une intégrale générale de la forme 


(2) x = f{t,C,C), 

contenant deux constantes arbitraires C et C'. On en tirera — ; 

dt ’ 

et, en substituant dans l’une des équations (1) pour x et 
(Ix 

pour JJ leurs valeurs en fonction de t, on aura une équation 
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diiTérenlielle du premier ordre, entre y et Si elle peut s’in- 
léÿ'rcr , on obtiendra une intégrale générale de la forme 

(")) C), 

contenant une nouvelle constante arbitraire. Les relations (2) 
et (3) seront les équations intégrales du problème. 

«SI. — Cetic méthode est rarement applicable dans toute 
.sa généralité; mais il arrive souvent que les équations simul- 
tanées sont linéaires par rapport aux variables x et y et à 
leurs dérivées, et sont de plus à coefficients constants. Kn éli- 
minant alternativement entre elles les dérivées ^ et ~ , 

(U at 

on obtient deux équations différentielles simultanées, équiva- 
lentes aux premières, linéaires comme elles, et de la forme 

(i) ^-\-ax-h btj = C, ^~-ha'x-hb'y=C'. 

On fait disparaître les seconds membres en posant 

x = n-h h, y = v + k, 

et déterminant h et k par les relations 

ah+bk=iC, a'h-+-b'k = C. 

Il reste alors deux équations de la forme 

du , „ dv , - 

(;>) J. = - - -f- a U -I- ft V = 0. 

dt dl 

Tirons v de la première, nous aurons 

1 du a „ , dv 1 d’il a du 

^'=-b dj-b'‘^ dï=-bdr—bTf 

Portant ces valeurs dans la seconde équation (5), ordon- 
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nant et chasaant le dénominateur b, on obtient 

(7) ^ + {a + b')^ + (ab'-a'b)u=0, 

équation linéaire du second ordre entre u et t, sans second 
membre et à coefficients constants. Elle pourra donc s’inté- 
grer parla méthode des n°* 244 et suivants j et l’on obtiendra 
une intégrale générale de la forme 

avec deux constantes arbitraires. On en déduira ^ en fonç- 
ât 

tion de ( ; et, en substituant pour u et leurs valeurs dans 

la première des équations (6), on aura la valeur correspon- 
dante de V. On en déduira immédiatement les valeurs de x et 
dej/. 

Prenons pour exemple les deux équations simultanées 

(8) — 4j/ = l et — 6ÿ = 6, 

qui ont la forme des équations (4). 

Les équations qui donnent hei k seront ici 

h — 4fc=l et SA — 6fc = fi, 

qui donnent 

fc = 3 et 

On posera donc 

i 

(9) ac = u-(-3 et ÿ = r -|-2 
et l’on aura les équations sans second membre 

(10) ^ “ — 4r = 0, et ^ — 6r = 0. 


DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION 513 

En suivant la marche indiquée, on aura à intégrer l'équa ■ 
tion du second ordre 


(Pu 

~dP 


5 


du 

di 


-l-6u = 0, 


dont l'intégrale générale (344) est 

u==Ce«-i-C'e". 

On en tire 

^ = 2Ce«+3C'e«. 
dt 

et, en substituant dans la première des équations (10), on 
trouve 

t) = i [SCc" + 3C'e" -f- O* -I- C'e^l = | Ce" -hCV«. 

Par suite 

x = Ce“-l-C'e" + 3 et y = ^Ce"4-C'e" -l- 

XB». — Nous supposerons maintenant que l’on ait à inté- 
grer un système de trois équations simultanées du premier 
ordre entre les variables x, y, z, (, dont les trois premières sont 
fonction de la quatrième ; on conçoit que l’on pourrait suivre 
une marche analogue à celle du n* 250. On différentierait deux 
fois par rapport à t chacune des équations proposées ; on au- 
rait ainsi neuf équations, entre lesquelles on pourrait éliminer 

les huit quantités y, j; il resterait 

une équation différentielle entre x et t, mais elle serait du 
troisième ordre. Une fois celte équation intégrée, on mettrait 
pour X sa valeur en ( dans deux des équations proposées, et 
la question serait ramenée à l’intégration d’un système de deux 


\ 

-A- 
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équations simultanées et du premier ordre entre y, ; et t. 
Mais cette méthode, purement théorique , n’est jamais em- 
ployée. 

Nous considérerons sur-le-champ le cas le plus simple, et 
qui se rencontre dans les applications, celui où les équations 
proposées sont linéaires et à coefficients constants ; par une 
transformation analogue à celle du numéro précédent, on peut 
toujours les ramener à avoir zéro pour second membre. Elles 
sont alors de la forme 

dx 

7it -+-<■== 0 » 

( 11 ) 'lll_^_a’x + b’y-^-c'z=0, 

• 

Il e.\isle plusieurs méthodes pour intégrer les équations de 
ce genre. Nous nous contenterons de faire connaître la sui- 
vante, qui pourrait aussi être employée dans le cas de deux 
variables. 

On pose 

x = Ce"', j/ = XCe'"', z=\iCé^, 
d’où l’on tire 

On substitue ces valeurs dans les équations proposées; et, 
après avoir divisé par Ce"', il reste 

m -f- O -I- /.b -t- pc = 0, 

(12) m), -h n' -4- ).b' -t- pif' = 0, 

»n;j. -+- a" -+- /.b" -t- pC" = 0 . 
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Si l’on élimine ). et [x entre ces trois équations, on obtient 
une équation du troisième degré en m. Soient m,, m, et m„ 
scs trois racines ; et soient C„ C„ C,, trois valeurs arbitraires 
de C, correspondantes à ces trois racines. A cause de la forme 
linéaire des équations (11), on reconnaît qu’elles seront satis- 
faites par le système de valeurs ; 

x= Ce’*' C.e-** 

(13) y = -h A.C.e-' -+- , 

s = -h - 4 - . 

les lettres X,, X,, X„ p.,, |jq, p, représentant les valeurs de X et 
de P qui correspondent respectivement aux trois racines de 
l’équation en m. Les équations (13) seront les intégrales gé- 
nérales du système d’équations différentielles proposées. 

CSS. — Quant aux équations simultanées d'ordre supérieur 
au premier, elles donnent lieu à des calculs de plus en plus 
compliqués à mesure qu’elles sont d’un ordre plus élevé , et 
elles ne peuvent être intégrées que dans des cas tout à fait par- 
ticuliers. 

Pour ne parler que du cas d’un système de trois équations 
différentielles entre trois variables x, y et ( , si l’une était du 
deuxième ordre et la seconde du premier, on pourrait différen- 
ticrlapremière une fois par rapporta (, et la seconde deux fois; 
on obtiendrait ainsi cinq équations, entre lesquelles on pour- 
rait éliminer les quatre quantités y, et il reste- 

terait une équation entre x et { ; mais elle serait du troisième 
ordre. 

Si les équations proposées étaient toutes deux du second 
ordre, on pourrait différentier deux fois chacune d’elles par 
rapport à t ; on aurait ainsi six équations, entre lesquelles on 

éliminerait les cinq quantités — et y ; il res- 
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terait une équation dilTérenticlIe entre x et t , mais elleserait 
du quatrième ordre. 

Nous renverrons, pour de plus amples détails sur ce sujet, 
aux traités plus étendus, le cas d’un système d’équations dif- 
férentielles simultanées d’ordre supérieur au premier ne se 
présentant pas dans les applications usuelles. 


i 6. — DES égUATIONS DIFFÉRENTIELLES TOTALES 


ts4. — Nous nous bornerons au premier ordre et au cas 
de trois variables x, y, », dont la dernière est fonction des 
deux autres. Le problème à résoudre est d’abord celui-ci : 
étant donnée une différentielle exacte de la forme 


(1 ) dz = <f{x,y)dx-h<l (x, y) dy, 

en déduire la valeur de z en fonction des variables x et y. Pour 
que cette équation soit intégrable, il faut qu’elle remplisse une 
condition. Les fonctions 9 (x, y) et >{< (x, y) doivent être les 
dérivées partielles de z par rapport à x et à y pour que le 
second membre de (1) soit une différentielle exacte. Or, on 
sait (55) que l’on doit avoir, en général, 

d‘z (P» 

dx dy dydx' 

Dans le cas actuel, cette relation devient 


( 2 ) 


d? (j:, y) _ d-l- (x, y ) . 

dy dx 


c’est la condüion (Tintégrabilité que l’équation différentielle 
proposée doit remplir. Si on la suppose satisfaile, on a 
d’abord 


di 

dx 


ç(x,ÿ), d'où 


d'i _ d^(x,y) 
dxdy dy ' 


uy 
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on en tire 

</a=ç(x, J/) dx, 

et, en intégrant par rapport à x, on obtiendra z; mais il faut 
bien remarquer qu'il ne suffira plus ici d’ajouter au second 
membre une constante arbitraire; car, dans la différentiation 
de Z par rapport à x, une fonction de y seul peut avoir dis- 
paru ; ce qu’il faut ajouter au second membre après l’intégra- 
tion, c’est donc une fonction inconnue dey. Si l’on représente 
par «D(x, y) l’intégralcdey (ar, y) dx par rapportât, on devra 
donc écrire 

(5) Z = «D (j-, !/)-!-/’(!/) +C, 

f désignant la fonction inconnue et C une constante arbi- 
traire. 

Si maintenant on différence par rapport à y, on aura 
Cetle valeur devant être égale à (x, y), un a 

(i) + J’où H!/) ^ 

Cetle relation fait connaître f'{y)\ cl, en intégrant par 
• rapport à y, on aura f(y). Par suite, l’équation (.î) 
donnera z. 

Soiv, |.ar exemple, l’équation 

dz = (2flxi/’ -I- by -+- 2<x) dx + (2«x* y + bx-+- ley) dy. 

On aura d’abord 

- ^ = 2 fixi/ -h by -h 2rx*, 
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cl 

~ = 2flx’ÿ -f- frx 4 - 2 eij. 

Multipliant la première de ces relations par dx, et intégrant 
par rapport à x, on trouvera 

z=. ax'y' — bxy -hcx* -hf {y). 

Par suite, 

J^ = 2ax’ÿ4-6x4-r(!/)- 

En comparant cette valeur à celle qui est écrite plus haut, 
on en conclut 

f'(y)=iey, d’où f(y)=ey'-\-C. 

Par suite, 

Z = flx* ÿ* ■+■ bxy ■+■ ex' -hey' + C. 

tss. — Soit maintenant l’équation plus générale 

(5) Mdx-f Ndÿ -4- Pf/î =0, 

dans laquelle M, N et P sont des fonctions des trois varia- 
bles X, y et Z. Si le premier membre est la dirTércnlicllc exacte 
d’une fonction u des trois variables x, y, z, tout se réduit à 
trouver cette fonction, car alors l’intégrale demandée sera 

«= consl. 

Or, si le premier membre de l’équation (5) est une diffé- 
rentielle exacte, l’ensemble des deux premiers termes, ou 
Mdx -+- Ndÿ, doit aussi être une difi'érentielle exacte (|uand 
on y regarde z comme constant. Soit dv cette différentielle, 
et supposons que nous ayons intégré l’équation 

de = Mdx -4- Ndj/, 
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par la méthode indiquée au numéro précédent , nous aurons 
(x, y, î). Or la fonction u ne peut différer de v que par 
une fonction de z, puisque, en regardant z comme constant, 
du s’est réduit à dv. On peut donc écrire 

« = î(x, y, z)-t-/-(z). 

On en déduit 

du ds(x, y, z) , 


Cette valeur doit coïncider avec P; on doit donc avoir 


d’où 


n_d.?fx, y, z) 

*- — U), 


' ^ “ dz ’ 


et, en intégrant par rapport à z. 
Dès lors l'intégrale cherchée sera 


s (-T. y, 3) + /'(3) = consl. 

Prenons pour exemple ré(piation différentielle 

(nijz -+■ bz 4 - fcy) dx + (axz -f- cz + kx) dij 
4- (axy 4- ùx 4- Cÿ 4- 2ez) dz = 0. 

Or on aura ici 

dv = (ayz 4- fcz 4- ky) dx 4- (axz 4- cz 4- kx) dy, 
et si l’on intègre cette équation en regardant z comme con- 
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tant, la méthode du n° 254 donnera 

v = (az + k}xy +bzx -h czy -h consl. ; 

par suite 

M = (os -f- k) xy-hbzx-h czy ■+■ const. -hf(z). 

On en tire 

= + ftx-t-cÿ + /'' (z); 

et, en comparant avec le coefficient de dz dans l’équation 
düTércntielle proposée, on en déduit 

f (z) = 2('z, d’où f (z) = ez' + C. 

Par conséquent, l'équation intégrale cherchée est 

axyz -h bxz -f- cyz -4- kxy + ez’ = constante. 

Nous renverrons aux traités plus étendus pour le cas où 
l’équation dirTérenticllc proposée ne satisfait pas à la condi- 
tion d’intégralité. 


i e. — ors ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 


tse. — L’intégration des équations aux différences par- 
tielles forme un sujet très-étendu que nous n’avons pas l’in- 
tention de développer ici. Nous nous bornerons à traiter des 
équations aux différences partielles du premier ordre et à 
donner comme exemple du second ordre les équations diffé- 
rentielles les plus simples que l’on rencontre dans les ques 
lions de Géométrie ou de Physique mathématique. 
Considérons d’abord l’équation différentielle 


(I) 


x!|i + ïj = z, 

(Ix dy ’ 
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dans laquelle X, Y, Z rcprcseiilent dos lonclioiis quelconques 
des trois variables x, y, z. 

Soit 

/■(X, y, 3) = ü 


l’intégrale de cette équation différcniicllc. 

F.n la difl'érentiant, soit par rapport à x, soit pnr rujqyort 
à y, on obtient les deux relations 


(Ix 


df dz 
dz dx 


0 , 



df dz 
Tl ' dy 


= 0 . 


Si l’on en tire les valeurs de et do pour les substituer 

dy 


dx 


dans l’équation (1), cl qu’on chasse le dénotiiinalcur intro- 
duit, on pourra la mettre sous la forme 


( 2 ) 


X 




dx 


dy dz ’ 


et si l’on pouvait tirer de celle-ci la valeur de /'en x, y et 
le problème serait résolu. 

Pour y parvenir, on considère les écpiaiioiis 


( 5 ) 


dx dy dz 

T “ T “ Y ’ 


(|ui forment un système de deux équations différentielles si- 
multanées et du premier ordre. Concevons qu’on les ait inté- 
grées, et soient 


/K-ï, !/, 2 )=C, et /’, (x, y, 3; = C, 
les intégrales obtenues. On en déduit par la différentiation 


'l'J 


■21 
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ÿ^(Lc-h-f^dy-hpdz=0, 
dx dij ’ dz 

ou, en ayant é>;ard aux relations ( 3 ), 

(4) \!!fi^Yÿ>+iÿi=o, et x^-+-yJ^+zÿ=o. 

' dx dy dz ' dx dy dz 

Ces dernières expriment que les fonctions f^ et satisfont 
toutes deux à l'éqiialinn (2) et sont par conséquent des inté- 
grales |>articulièrcs de l’équation (1). 

Or, on peut démontrer qu’une fonction arbitraire de f^ et 
de f, satisfait également à l'équation ( 1 ). En effet, désignons 
par 9 celte fonction arbitraire. Multipliant la première des 

équations ( 4 ) ^8 seconde par ^,puisajoutons-les 

terme à terme, il viendra 

ou, ce qui revient au même , puisque 9 est une fonction de f^ 
et de /■, ( 27 , 23 ), 


xÿ-hYÿ-t-Z^^ = 0, 

dx du dz 


c’est-à-dire que la fonction 9 satisfait à l’équation (2) et que, 
par conséquent, l’intégrale générale de l’équation (1) est 

?(/'„/;)=o. 

On la met souvent sous la forme 
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représentant également une fonction arbitraire. Il est clair, 
en effet, que ces deux formes sont équivalentes. 

**». — 1. Prenons, j)Our premier exemple, l’é(jualion aux 
différences partielles 


On a ici 


dî 

dx 



ou 


di 

tlx 



X = l, Y=— O, Z = 0. 


Par conséquent les équations (3) deviennent 

dx = 0 et dx = 0 , 
a 


qui ont pour intégrales 

y + ax — C^ et * = C,. 

Par suite, l’intégrale générale de l’équation proposée est 

+ «•!') : 

on a, en effet, 

^ = a‘!f'{y-hax) et = ’V (y 4- ox) , 

valeurs qui satisfont à l’équation proposée. 

II. Soit, pour second exemple, l’équation 


dx (ly 

dans laquelle A, B, C sont dos constantes données. On a ici 


X=A, Y = B, Z = C. 


Les équations (3) deviennent 

dx du . dx dz 

T = ¥ T=ü' 
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elles ont pour intégrales 


Ay — Bx = const. et A 3 — fx=consl. 

Par conséquent, l'intégrale générale tic l’équation proposée 


est 


A 3 — Cx = (Aÿ — Rx) , 


'}< ilésignant une fonction arltilraire. 
III. Soit encore l’équation 


t/3 


f/3 


On a ici 




X = x, Y = j/, Z = 3. 

On peut prendre pour les équations (5) les relalions 


t/x f /3 dy ds 

"x ~ 7 ‘ 7 

i|ui donnent 

log'x — log'3 = const. et log';/ — log' 3 = const., 
d’où 

X V 

- = const. et - = const. 

3 3 


L’intégrale générale de l’équation proposée est donc 



•i désignant toujours une fonction arbitraire. 

ts8. — 1. Considérons maintenant l’équation aux diffé- 
rences partielles du second ordre 


dx'~" dy' 
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Un y snlisFait de la manière la plus générale en posant 

(•2) s = 9 (y — flx)-l-'V(!/-l-ax) , 

ç et 'i désignant des fonctions arbitraires. Car on en lire scu- 
cossiveinenl : 


^2 = — a-/ {ij — £ix) + ay {ij + ax ) , 

(l * 

-{jj = ?'(!/ — «- 2 ;) + (!/ -+- 

(ji -r 

^ = + o’ ?" (y — ax) -H a*;i" (ÿ ■+■ ax), 
^ = 9 (y— {y + ax ) , 


et l’équation proposée est évidemment satisfaite par ces deux 
dernières valeurs. 

II. Considérons de même l'équation 
(I* Z 


dx dij 


■c-, 


on y satisfait de la manière la plus générale en posant 
z=(f{x) + <!/{y) + cxy. 

III. Soit encore l’équation 


A* ^ - 2.U) . /^-I- = 0 ; 

dx dy dy* 


dx' 


on y satisfait de la manière la plus générale en posant 


*=?(Aÿ4-Bx) -i-X(j/(Aÿ-i-Bx) ; 
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car on en lire 


d'z 
dx dij 
d'z 


= AB^"+ A-y + ABx^', 


<iy 


-,= A*y + A^xy, 


el ces valeurs substituées dans la proposée rendent le premier 
membre identiquement nul. 

IV. Soit enfin l’équation 


. d'z „ 


d* Z d' Z n 


on y satisfait de la manière la plus générale en posant 
car on en lire 


d'% 

dx' 


2!/ 

X* 

d'z 

t , 

y 

dx dy 


X* 

d'z 



dÿ'~ 

-7 9 ■+• 

X* ^ 

X 


el, en substituant ces valeurs dans la proposée, on reconnaît 
qu’elle est satisfaite. 

Il suffira de ces exemples pour donner une idée du rôle que 
jouent les fonctions arbitraires dans l’intégration des équa- 
tions aux différences partielles. Pour la théorie même de cette 
intégration, quand l’équation dépasse le premier ordre, nous 
renverrons aux traités plus étendus. 
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s 7. — APPLICATIONS GlOMfTRIQUES CE L’INTlICRATIC N DIS <()l'ATIC^S 
DIFFÉRENTIELLES 

ts». — I. Trouver la courbe dont la sous-normale est cun- 
st ante. L’expression de In sous-normalu étant ijij', l'équation 
du problème est 

yy' = p> 

en désignant par p la constante. Cette équation revient à 
ydij = pdx, 

équation dilTérentielle du premier ordre et du premier degréà 
deux variables. En l’intégrant, puisque les variables y sont 
séparées (230), on obtient 

^ = pa:-f-C ou ÿ*=2pn-2C, 

équation d’une parabole qui a pour axe de ligure l'axe des x. 

11. Trouver la courbe dont la sous-tangente est proportion- 
nelle à l'abscisse. L’équation du problème est 



m désignant une eonstanle. On sépare aisément les variables 
et l'on obtient 

du dx 

m = — 

y ^ 

et, en intégrant, 

r/t log' y = log'x -I- log* C = log' Cx , 
attendu que l’on peut représenter la constante par log' C, 
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Cl enfin 

II" = Cx. 

C’est une parabole du degré m. 

Si la sons-Lingenlc est doulde de l’abscisse, on a ni = 2, 
et la courbe eberebée a pour équation 

if=Cx. 


C’est la parabole ordinaire. 

111. Trouver la courbe dont la sous-norwale estprojwrtion- 
nelle à iabsc'sse. L’équation du problème est 

ijy'=:mx 

ou 

ydij = mxdx. 


En intégrant, on obtient 


if= mx’ -+-C, 


équation d'une hyperbole ou d’une ellipse, suivant que m 
est positif ou négatif. 


* 60 . — IV. Trouver la courbe dont la normale est con- 
stante. L’équation du problème est 


y vi -i-y'*=«5 


a désignant une constante. C’est une équation différentielle du 
premier ordre, mais du second degré. On en tire 


y = 



7 


le radical portant avec lui son double signe. On peut mettre 
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coite (kjiiation sous la fontie 



V«’ — '/ 

En intégrant, on ol)liciit 

— — i/—x -hC 

ou 

y' -h(x-hcy = a', 

équation il’un cercle qui a pour rayon fl et son centre sur l’axe 
(le< X. 

V. Trouver la courbe dont la tangente est constante. L’équa- 
tion (lu problème est 

d’où 


ou, en séparant les variables, 

y 

Pour effectuer l’intégration du second membre, il est com- 
mode de poser 

t/ = asinb), d’où dy = a cos u>dü>, 
et, par suite, 

dx — a} sin w | dta 

\sin (d j 
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•C = fl’|^log'lang|i 


' cos U 


Remplaçant ensuite u en fonction de y, on trouvera, toutes 
réductions faites, 


X 4- C = a* log'. 

La courbe représentée par cette équation porte le nom de 
Iractrice. 

VI. Trouver la courbe dam laquelle la longueur de l'arc est 
proportionnelle au carré de l'abscisse. 

En désignant par s l’arc de la courbe, on peut écrire l’équa- 
tion du problème sous la forme 




a -h v a’ — y* 
a 4- V a* — ÿ’ 


a v'n’ — !/*• 


d’où 



^ xdx 


On en tire 


puis 


^ ou f/x VI 4- ÿ” = 




dy = -j.dx \'x*— fc’ 


et, en intégrant (177), 

1 / + C = ^ [ — A* log' (x 4- \/x*— A’) 4- X v'x’— k']. 

— VII. Ttoiwer la courbe dont le rayon de courbure 
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est constant. L’équatioii du problème est 


f 

équation différentielle du second ordre. 

En multipliant par y", et remplaçant cette dérivée par 

y'rfî/' 


dy 


, on a d’abord 




d,j ’ 


d’où 


tdtf ^ 

a~ 


1 


et, en intégrant, un trouve 

ÿ + c . 

« V !+!/'* 
On tire de cette équation 

v'°* — (î/ + c)» 


ÿ — 


dy(y-^c) 

OU ‘ 


y + c v'a*— (i/+c)’ 

et, en intégrant de nouveau, on obtient 

— v/«* - • (tj -+- c)* = a; + c' ou (x+ c')*4- (y-t- c)* = <i, 
équation d’un cercle de rayon a. 

VIII . Trouver la courbe dont le rayon de courbure est double 
de la normale. L’équation du problème est 


— ^ - = 2ÿ V 1 -+- »/’ • 

Gette équation se simplifie quand on supprime le facteur 
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on reconnaît que l’équation différentielle est satisfaite. 

IX. Trouver la courbe dans laquelle la longueur de l’arc est 
proportionnelle au coefficient angulaire de la tangente. L équa- 
tion du problème est 

s = ai/. 

Il faut d’abord la différenticr , afin de pouvoir remplacer 
l’arc, ou du moins son élément, en fonction du coefficient an- 
gulaire de la tangente. On trouve ainsi 

ds=dx vl ■+-y'*=adg', 
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d’où 

dx (/ly' 

et, en intégrant, 

^^log-O/' + vîT?’)- 

En passant aux nombres, on peut écrire 

X+Ç 

On tire de cette relation 



En intégrant de nouveau, il vient enfin 
(I r î±î- - 

y-hC’=^^e • +e ” J. 

En transportant les axes parallclement à oix-mêmcs , et 
mettant l'origine au point qui a pour coordonnées x= — C 
et (/ = — C', on met cette équation sous la forme plus 
simple 



La courbe qui est représentée par cette équation porte le 
nom de chaînette. 

*ot. — X. Trouver l'équation yénérale des surfaces dont 
Téquation différentielle est 


a 


dz 

dx 
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Celle cqualion est une équation aux différences partielles 
du premier ordre; on aura donc à appliquer la méthode dé- 
veloppée au n° 256. Les équations à deux variables qu’il faut 
d'abord intégrer sont ici 

dx . . f/ÿ , 

— = dz et = dz , 
a h 

qui donnent 

Z — ax—C^ et Z — by = C,. 

L’équation intégrale demandée est donc 
ç(z— OT, Z — f»ÿ) = 0 ou Z — ax=t]/(z — by). 


les caractéristiques 9 et représentant des fonctions arbi- 
traires. Celle équation est l’équation générale des cylindri- 
ques (153). 

XI. Trouver l’équation générale des surfaces dont l'équa- 
tion différentielle est 


Z 


dz dz 

^di-^ny 


I.es équations à intégrer sont ici : 


qui donnent 


dx dz dy dz 

X Z ÿ ~~ s 



L’équation demandée est donc 



ç désignant une fonction arbitraire. Celte éipiation est l’équa- 
tion générale des surfaces coniques dont le sommet est à l’ori- 
gine. 


Digiiized by Google 


DES EQIATIONS DIFFÉRENTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION 555 

XH. Trouver réqiialion yénérale des surfaces dont l'équa- 
tion différentielle est 

dz dz 

y -J a- — = 0. 

■' dx dij 

Les équations simultanées à intégrer sont ici 


dx dij dz 

y ~ ^ ~ « ’ 

elles reviennent à 

X rfx H- 1 / f/i/ = 0 et dz=0 

et donnent 

x’-l-ÿ’ = C, et z = C,. 
Par conséquent, l’équalion cherchée est 


z = f(x'-hy*) , 


f désignant une fonclion arbitraire. C’est l’équation générale 
des surfaces de révolution qui ont pour axe l’axe des z. 

ses. — Pour terminerces applications géométriques, nous 
traiterons encore le problème connu sous le nomiie Problème 
des trajectoires. Voici en quoi il consiste : étant donnée une 
famille de courbes dont l’équation est 

(I) f{x,y,<s)=0, 


trouver un courbe qui rencontre celles-ci sous un même angle 
donné V. (Cette courbe prend le nom de trajectoire; si l'an- 
gle V est droit, c’est une trajectoire orthogonale.) 

Le coeilicient de la tangente à l’une des courbes données, 
au point dont les cordonnées sont x et i/, a pour expression 
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Le coefficient angulaire de la langeiilc à la trajectoire i|iii passe 
au même point X, y est d'ailleurs Ou doit donc avoir, 
d’après la condition du problème, 

<iy 


taug V = 


(Ix 


— y 


i+ÿ 


,tiy 

(Ix 


ou, en mettant pour y' sa valeur ci-dessus, et multipliant les 
deu.x termes de la fraction par 


( 2 ) 


taug V 


<ly 

(Il ' (ly (Ix 
(If (ly df' 

(ly dx ' dx 


Si l'on élimine le paramètre a entre celte dernière rela- 
tion et l’équation (1), on obtient une relation eu xet y, (|ui 
est l’équation dilfcrenticlle de la trajeetuirc. Celte équation 
dilïérentiellc est toujours du premier ordre; eu riiitégraiil, on 
obtient l’équalion générale des trajectoires cherchées, puis- 
(|uc l'intégration introduit une constante arbitraire. 

I.ors(|u'il s’agit des trajectoires orthogonales, ou a 

taug V = 30 , 

et la rrlalion (2) est remplacée par 


dx (Ix ' dx 


t«4. — I. l’ioposüiis-nous, comme premier e.vemple, Je 
cliercher les trajectoires orihoyoïiales des paraboles (pii ont 
même axe et même sommet. Ces paraboles ont pour équation 

(4) ÿ’ = 2px, ou tf — 2px=0. 
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On en lire 



If 

tiy 


O 


!/; 


cl, en substiluanl dans la relation (5), on obtient 




Où 


Cette relation donne 



et, en substituant pour/) celte valeur dans réqualion (I), on 
trouve 


y' + 


2jj/ 

ÿ' 


= 0. 


Cette équation düTércnticlle est satisfaite par j/ = i); cl, en 
effet, I axe commun des paraboles les rencontre loules à 
angle droit. Si l'on supprime celle solution, il resie 


ou 


ÿ + — = 0, 

y 


ydy + 2xdj; = 0. 
En intégrant on obtient 


ÿ*4-2x* = consl. 


C'est l’équation générale d’une famille d'ellipses semblables 
et semblablement placées, ayant pour centre le sommet com- 
mun des paraboles. 

II. — Nous chercherons, comme second exemple, les tra- 
jectoires orthogonales des cercles de rayon R, qui ont leurs 
centres en ligne droite. 

n 
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En prcnnnt la tiroile de.s centres pour axe des x, l’équa- 
tion générale des cercles considérés sera 

(5) y*-h (x — a)’ = R’. 

On en tire 

E = -('— ), '• 1=2»' 

Substituant dans la condition on obtient 

!/ — .'/'(•T — ï)=0, d’où X — a = |, 

cl, en remplaçant x — a par celte valeur dans l'équation (5), 
il vient 

y’4-^, =R*, d’où s.(\\' — if).dij = ydx. 

On sépare immédiatement les variables, et l’on a 


dx= > ^ dij, 

et, en intégrant, 

R — vR’ — y’ X If — y' 
x = log'. î — 


11 


>J 


consl. 


^Pour faire rintégration, il est commode de poser 
y — sin (O, 

U étant une nouvelle variable. ) 

III. — Enfin nous nous proposerons, commedernierexemple, 
<le trouver les courbes (jui coupent sous un angle donné, dont la 
lanyeute est k, toutes les paraboles gui ont même axe et même 
p"ramêtre. 
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L équation générale de ces paraboles est 


( 0 ) 

On en tire 


t/ = 2p(x — !x). 


t = « 1=2»- 


En substituant dans la condition (2), on obtient 


M — V 


y y) ‘^y-^ (i>y + ;>) dx = o , 

équation qu’il convient d’écrire, en divisant par k, sous la 
lorme 


{p-f)<iy+ (ÿ+j)dx=o. 

CeUe équation ne contenant pas a, il n’y a pas d’élimina- 
tion a faire, et I on a ainsi immédiatement l’équation géné- 
rale des trajectoires. ® 

En séparant les variables, on la met sous la forme 


dx 




dy 




- = ü. 


Pour l’intégrer, on posera y + J! = », d’où dy=du, et, en 
substituant. 


dx -+- 



ou 



du 

k 


= 0 . 
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En intégrant onoblienl 

a: -l-jj -f- log' H — = C, 

et, en remettant pour n sa valeur, et lirant celle de .r, 

x = ^.+;'i-J)(l4-J.,)log'.(y + î.)+C; 

c’est l’cqualion générale des trajectoires demandées. 

Si l’angle donné est droit, on a A = oo, et l’équation des 
trajectoires orthogonales est 

x = C—p log'. y, 

équation que l’on peut mettre sous la forme 

Z 

y = Ae~r; 

c’est une logarithmique ordinaire. 


FIN 
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PRIMICRS iUmCNTS DU CâLCUL INFINITtelMAL 


I 

Xotions sur la convergence des séries. 

I. — On nomme série une suite indélinie Je nombres, 
entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, t|uise succèdent 
d'après une loi déterminée. Ainsi les progressions , soit 
arithmétiques, soit gcométrii|ues, sont des séries. 

Une série est dite convergente lorsque la somme de ses 
termes tend vers une limite tinie etdélef minée, lorsque l’on en 
prend un nombre de plus en plus grand. Ainsi une progres- 
sion géométrique décroissante est une série convergente , car 
on sait que la somme s de scs termes tend vers la limite 

a 

T=-q' 

a désignant le premier ternie et q la raison. 

Une série est dite divergente lorsque la somme de scs termes 
croit au delà de toute limite ou lorsqu’elle ne tend pas vers 
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nnc liiiiile (lélcriniin'O. Ainsi !a suite iialiirellc des nombres 
forme une série di\ergenle. Il en est de même, jioiir x = -, 
de la série 

1 + cos J -t- cos 2a: -4- cosôx -f- 


far elle devient, pour cette valeur particulière de x, 
+ 1-1+ 1-14-1..., 


série dont la somme tend vers + 1 ou vers zéro, selon que 
l’on prend un nombre de termes impair ou pair. 

Nous considérerons d’abord les séi ics dont tous les termes 
sont positifs. 

t. — Pour qu’une série soit eonvergenle, il faut avant tout 
que ses termes aillent en décroissant indéfiniment, au moins 
à jiartir d’un certain rang. Car si les termes restaient constam- 
ment supérieurs à une quantité fixe o, d’ailleurs aussi pe- 
tite (pi’on le voudra, la somme des n premiers tenues serait 
supérieure à ni, quantité (juc l'on peut rendre aussi grande 
que l’on voudra en prenant ii suffisamment grand ; la série ne 
serait donc pas convergente. 

.Mais cette condition de convergence, toujours nécessaire, 
n'est pas sutlisante. Il suffit île le montrer sur un exemple. On 
choisit ordinairement pour cela la série 


1 

2 


I I 

-h - -t- 7 -h 

O 4 



+> 


qui porte le nom de.xcrie harmonique. Elle remplit la condi- 

‘J 

tion dont il s’agit, puisque le terme général - peut être rendu 
aussi petit que l’on voudra. Cependant elle est divergente, 
car on peut l’écrire 
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La première pareiithc!<c a une valeur [>lus grande que 
‘2 fois ^ ou 2 ; la deuxième parenllièse a une valeur plus 

11 

grande que 4 fois g ou la troisième a une valeur plus grande 

que 8 fois ou ^ : et ainsi de suite. 

* lu 2 

La somme des termes de la série sc compose donc d’une 

1 

suite de (juantilés toutes plus grandes que sauf le premier 

terme; celte somme peut donc devenir aussi grande rpie l'on 
voudra en |irenanl un nninhre suflisant de termes. Donc la 
série harmonique est divergente. 

a. — On a donné divers caractères pour reconnailrc la 
convergence des séries ; le plus utile dans la pratique est le 
suivant : 

Une série est eonveujeute si le rapport d'au terme à celai 
qai le précède est constamment moindre tpi' aae (piuntilé fixe k 
plus petite elle-même que l'anité. Soient, en effet, a„, 

..., a„, etc., les différents termes de la série. On |iourr 
écrire : 


«0= «0- 

»/, < A-«„, 

", < i», < A’ i/„. 


«» < A, 


et, en ajoutant membre à membre, et désignant par S, la 
somme des termes depuis », jusqu’à »,, 

^ "0(1 + A ■ + fc* + f -t- . . . fc") , 
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ou, iiuisqucA esl moinJre que 


S, < Ho • 


1 — fc-"‘ 

\-k ' 


Or, à mesure que n .lugmentc, le seconil membre s’.ip- 
proche de plus en plus de i/„ . Donc la série est conver- 

gente. 

Il est facile, à l’aide d’un raisonnement analogue, d’évaluer 
une limite supérieure de l’erreur commise en s’arrêtant au 
terme H„. En effet, le reste R, ou l’ensemble des termes qui 
suivent M„ peut s écrire : 

R= H»+1 -+- H„.n -I- M„+5-4- ... , 


et, comme on a 

H»+i ^ H|, , 

Hn+i Ah,^.i k* K, , 

H«+5 ^'H„+j <C fc*.Ho 0 

et ainsi de suite, on peut écrire ; 

R H, (A A’ -+- A"' . . . ) 

ou 

4. — On applique ordinairement ces règles a la série 
1 'I 1 1 

Le rapport du dernier terme écrit à celui qui le précède 
cst|^, quantité moindre que l’unité; et le rapport de deux 
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termes consécutifs va sanscesse en diminuant à mesure qu’on 
avance dans la série ; donc, eu vertu du princii)c ci-dessus 
démontré, cette série est convergente. On désigne sa valeur 
par la lettre e ; c'est la hase des logarithmes népériens. 

Si l’on applique à celte série la règle ei-i!essus relative à 
l’erreur commise , on voit qu’en s’arrôbnt au terme 
\ 

— r-= on commet une erreur moiudre'tiue 


ou 


1 


I — 


___ \ 

1.‘2 5...n’ir 


iH- 1 


On reconnaît ainsi (pie les l‘2 premiers termes donnent le 
nombre e à moins d'nne unité du neuvième ordre décimal. 
On irouve : 

e=2,7l828l8‘28.... 


Ce nombre, qui joue un n’ile important dans l’analyse, est 
une quantité incommensurable. Car si sa valeur pouvait être 

représentée par une fraction commeusiirablc — et qu on eût 



l.‘2 


1 


l 


1 .2.3...» 1 .2.3...n(n-l-l) 


on aurait, en multipliant les deuv membres par le produit 
1. 2.3.. .11, 

1.2.3... (n — I) .m= un nombre entier 

[^n -H 1 (m-l)(n-t-2) J 

Or, la quantité entre crochets est moindre que la somme 
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lies termes de la pr oiircssion «'éomélrique décroissante qui a 
pour premier terme j et pour raison — , c'est-à-dire 
1 

qu’elleest moindre que On aurait donc un nombre entier 

éf{al à un nombre entier plus une fraction, ce qui est impos- 
sible. Donc le nombre e ne saurait être représenté par une 
fraction commensurable. 

s. — On rcconnail aisément que la série 


X 

î 


fl 

1.2 


X’ 


1.2.5 


1.2.3...U 


est convergente, quel que soitx. Car si l'on pousse la série 
assez loin pour que n soit supérieur à x, les termes suivants 

JJ JJ 

se formeront en multipliant successivement par ; , 

' ' ti -t- r « -f- 2 

X , , X 

=■ , ...» facteurs inférieurs à donc, en vertu du prin- 

cipe ex])osé au n“ 5, la série est convergente. 

Il en est de même de la série 


.\ 


lix Cx‘ Dx'‘ 

T "^1.2 ■^1.2.5 


Xr^ 

1.2.51 


.n 


> 


pourvu que les coeflicients lî, C, ...,N, ..., restent Unis 
et n’aillent pas en croissant iiuléliniment. Si, en effet, on 
désigne par .M le plus grand de tous ces coeflicients, on voit 
aisément que la somme des termes de la série proposée est 
moindre ipic la somme des termes de la série 


M 


(' 



X* 

112 


x^ 

1 . 2. 5 


• 1 “ 



Or la ([uantité entre parenthèses a une limite ; et puisque M 
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est fini, il cil est de même du ppodiiit de cette parenlhèse 
par M. Donc la série proposée est convergente. 

6. — Ce qu’on peut dire de plus général sur les séries dont 
tous les ternies ne sont pas positifs, c’est (ju’nne série est 
convergente si, en prenant tous les termes avec le signe 
-h , on obtient une série convergente, ce qui est évident. 

Mais il se présente frécjueinment une circonstance qui mé- 
rite d'être étudiée à part ; c’est celle où les termes de la série 
sont alternativement positifs et négatifs. Dans ce cas, il fniffit, 
pour la convertience , que les termes aillent en décroissant 
imléjiniment. Considérons, en effet, la série 


"o — “i + ... -I- n, — -t- ... 

Désignons par S„, S„^,, la somme qu’on obtient en s’ar- 
rêtant respectivement aux termes ii,^.,. Ün aura 

et 




attendu ipie, les ternies de la série allant en diminuant, 
— 1(„+, est positif. 

On arriverait à des conclusions analogues silo terme h, était 
précédé du signe — ; il n’y aurait de cliangé que le sens des 
inégalités. Dans tous les cas, S,^., est donc compris entre S, et 
S„ ,.,. H en résulte (]iie S,+.j est compris de même entre S,.,., et 
S„+„ et par conséquent aussi entre S, et S„ ; de mémo en- 
core e.st compris entre et 8,^.5, et par conséquent 
aussi entre S, et et ainsi de suite. La somme des termes 
de la série tend donc vers une limite finie, puisqu’elle reste 
comprise entre S, et S„+, ; donc la série est convergente. 

Quand on s’arrête au terme u„, rerrciircommisecst moindre 
que la différence entre S„ et S,^,, c’est-à-dire moindre que 
ou moindre que le terme qui suit immédiatement celui 
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au(|url on s'arrcic. L'erreur esl par excès ou par iléraut sui- 
vant (pic esl négatif ou positif. 


Il 


Limite vers laquelle tend l' ejcpression 

('+j) 

lorsque m tend vers riuliui. 

Pour trouver celle limite, on suppose il’alionl m entier; oa 
peut alors développer l'expression proposée |>ar la formule du 
liinome ; cl, si l'on désigne par S, la somme d(!s n -i- I pre- 
miers termes, on a 

ç . m 1 m (m — I) 1 Hi(m — l)fm — 2) 1 

To 

ni(m — l)(m— 2) ...(m — n-t-l) 1 
^ i.2.3...n m"’ 


ou, en effecluanl la division des divers nuinéraleurs par la 
puissance de m qui figure au dénominateur. 


m , V mj\ m] , 

î“^ 1.2 1.2.3 


1.2.3...» 

On compare alors S, à la somme des » H- 1 premiers ter- 
mes de la série e ; soit e„ celte somme, on sait que l'on a 


— ^ 1 i 


1 


1 


1.2.3 


1.2.3... »■ 
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Ou rcconnait aiscinenl que, à partir du troisième terme de 
CCS deux sommes, chaque terme de S„ est moindre que le 
terme correspondant de e,, et qu’il a pour limite ce ternie 
correspondant, lorsque l’on l'ait tendrP m vers l'infini, le nom- 
hre H consei vant une valeur live. Il en rcsullc que e, est la 
limite vers laquelle tend S, quand m tend vers rinfini. On 
peut donc écrire 

( I ) 1 ^) 

JA désignant une (|uantité qui s’annule pourm infini. 

•Mais, la série e étant convergente, e est la limite vers la- 
quelle tend e„ lorsque le nombre des termes tend vers rinlini. 
On peut doue écrire 

(2) e — e, = t, 

V désignant une quantité qui s’annule pour n infini. 

Si maintenant on imagine que l’on fasse tendre à la fois m 
et n vers l’infini, m étant toujours supposé extrêmement grand 
par rapport à n, les deux relations (I) et (2) ayant lieu à la 
fois, on aura en les ajoutant membre à membre 

(5) e — S,= iA-t-v, 

et, comme g. et v tendent alors tous deux vers zéro, il en est 
de même de leur somme. Il en résulte que la différence e — S, 
tend vers zéro, et que par conséquent S, a pour limitée, lors- 
que m et n tendent tous deux vers l’infini, m étant toujours 
supposé infiniment grand par rapport à ii. Ou peut donc 
écrire 

lim. (l -t-l)"'=e=2,7i8-28l8'28.... 


On peut faire voir maintenant qu’il n’est pas nécessaire de 
donner à m des valeurs entières. Quelle que soit, en effet, la 
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valeur positive allriluiéc à m, elle sera comprise entre deux 
nombres entiers consécutifs /) et p -f- 1 . Ur on peut écrire 







et CCS inégalités subsisteront quand on fera tendre m, et par 
suite P, vers rinnni. Mais on a 




rpiantité qui a pour limite c, car, p + 1 étant entier, le divi- 
•lende tend vers e, et le diviseur vers 1. 

On a aussi 

('-r-HhH)' 

quantité qui a aussi pour limite c, car le premier facteur tend 
vers puisque p est entier, et le second tend vers l'unité. 

Il en résulte que compris entre deux quan- 

tités qui ont pour limite commune e, lorsqu’on fait tendre m, 
et par suite p,vcrs l’inlini; donc cette quantité intermédiaire 

-H— ^ 3 elle-même pour limite le nombre e. 

On peut même faire voir que l’expression proposée tond 
encore vers e, lorsqu’on donne à m des valeurs négatives. On 
a, eu effet. 



\m — \J V ni — il \ m — 1/ 


quantité qui a pour limite e, puisque, ni — 1 étant positif, le 
])remier facteur tend verse, tandis que le second tend vers 
l’unité. 
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III 

I^rsqii'm polijiwme est ordonné par rapport aux puis- 
sances croissantes d'une variable li, on peut toujours donner 
à cette variable une valeur assez petite pour ipie le premier 
terme du polynôme donne son siyne à tout le développement. 

Supposons d'abord que le premier terme soit constant, et 
que l'on ail .i considérer le polynôme 

Il s’afjit de démontrer que l'ensemble des termes qui sui- 
vent le premier peut être rendu moindre que A en prenant It 
suriisnminent petit. En effet, soit M le plus orand de tous les 
coeflicients, en valeur absolue, à partir de H; l’ensemble de 
tous les termes q)ii suivent A est évidemment moindre que 

+ ...4-M/r, 

ou moindre que 

M 4-... 

expression qui revient <à 


et tend vers zéro en même temps que h, et peut par consé- 
(luentélre rendue moindre que toute quantité donnée, en pre- 
nant h suffisamment petit. Cette expression peut donc être 
rendue moindre que A ; et, à plus forte raison, on pourra 
rendre l’ensemble des termes qui suivent A dans le polvnomc 
proposé moindre que ce premier terme. Donc enfin ce pre- 
mier terme donnera son sipne à tout le développement. 
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Supposons, en second lieu, que le premier ternie contienne 
en facteur une puissance de h, et qu'on ait à considérer le po- 
lynôme 

Ah" -t- -I- Ch"*' Vh"*”, 

on pourra l’écrire 

h"{A + l!/i -t- C/P -t- . . , -f- P/P) . 

Or, d'apres ce qui a été démontré ci-dessus, on peut pren- 
dre h assez petit pour que la quantité entre parenthèses 
prenne le signe de. A ; donc le polynôme proposé aura le signe 
de Ah", c’est-à-dire le signe de son premier terme. 


FIN DE L’APPENDICE. 
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IL 

ligne 10 : 

j;=sina, lisez y=sinx 

IL 

— 

2_: 

iv, Aw, lisez dv, dw 

3L 

— 

IL 

1 4- Æ, lisez 1 4- .r* 

5L 

— 

2L 

1 4- a:, lisez 1 4-x’ 

iL 

— 

L 

qd>y, lisez qd*y 

*L 

— 


di—, lisez d*i = 

4L 

— 


2ÿ", lisez 2ÿ' 

55. 

— 

la : 

h — 2, lisez A*~* 

5L 

— 

9_: 

— î-j, lisez — ^ 
p4-l P 4-1 

ÜL 

— 

aj 

?(*)=—. lis«i ?(x) = 4- 

CL 

— 

14 : 

x + Wi, lisez X — O/i 

6L 

— 

9 : 

i.,ez ---J 


- 6L 

- ^ 

— îi, 

— IL 

— HA. 


lU : 


X* 


« — 1 


(1 — — 6 )", 


lisez — X* (1 — Ox)“" (1 — 9)"-> 
X" / 1 — -r" / 1 - » V 


liL: S„ lisez R, 

-, UO /i» 

^ -W' ÎJI 

ia_; Y> “ 

0 a 
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PagelSO» ligne 11 : Iti, lûez 1 


- 150. — 

15 ; lisez ;/”=i:2 

- 1.52. — 

1 : ^X+.r*. lisez 

- 1K7. — 

15 : f{a), lisez f{o.) 

— 208, - 

2 : ?log'(.r — 2)+, lisez jlog'(X-2) — 

— 215. — 

O 5 2 5 1 

2 n* 2 U* 

— 254, — 

8 : :rcolx, lisez ^rarccüljf’ 

— 259, - 

6 : lisez U = ^ 1 4(l/, + «j 4- !/,...) + 2 


(tii + U t-r Ile 

- 270, - 

9 : définie, lisez indéfinie 

— 511, - 

17 t n'A + W =C, lisez a'h + b'k=C 

- 517, - 

1 1 : siipprimet 4- C 

— 517, - 

12 ; supprimez el C une consfiinte arbilniire 
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